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Einleitung

Das automatische Verifizieren gewisser Eigenschaften real existierender Software- oder
Hardware-Systeme ist eine Herausforderung, der sich die Informatik heutzutage stellen
muf), da sie als Wissenschaft fiir die Entwicklung automatisch arbeitender Systeme ver-
antwortlich ist. Ahnlich wie in der Mathematik, wo der Beweis eines Satzes meistens als
genauso wichtig erachtet wird wie der Satz selbst, kann sich die Informatik nicht damit
begniigen, Programme bzw. Systeme zu entwickeln, ohne deren Korrektheit gewéhrlei-
sten zu kénnen.

Im wesentlichen gibt es zwei Anséitze, Fehler eines Systems auszuschlielen. Beiden Ansét-
zen ist gemeinsam, dafl die Hauptaufgabe darin liegt, einen Fehler zu finden und ihn zu
verstehen. Das Beheben eines gefundenen Fehlers ist natiirlich sehr systemspezifisch und
wird u.a. deswegen in dieser Arbeit nicht behandelt.

Testen: Dies ist die wohl gingigste und auch natiirlichste Methode. Sie beruht darauf, dafl
das zu untersuchende System bereits als solches vorliegt und in eine dhnliche Umgebung
gebracht wird, wie die, in der es spéiter einwandfrei arbeiten soll. Man sieht jedoch leicht,
daB jedes Testen nur ein Semi-Entscheidungsverfahren liefern kann. Man kann Fehler
immer nur finden, niemals jedoch ausschlieflen.

Automatisches Verifizieren: Gesucht werden also Entscheidungsverfahren, die Aus-
kunft dariiber geben kénnen, ob ein System korrekt arbeitet oder nicht, bzw. ob ein be-
stimmter Fehler vorhanden ist oder nicht. Eine Moglichkeit, dies zu bewerkstelligen, ist
Model Checking ([CES85]). Mathematisch gesehen ist Model Checking das Beantwor-
ten der Frage, ob eine gegebene Struktur eine gegebene logische Formel, die iiber solchen
Strukturen interpretiert werden kann, erfiillt oder nicht. Aus der anwendungsbezogenen
Sicht der Informatik dient Model Checking als ein Entscheidungsverfahren, das die oben
gestellte Frage beantwortet.

Absolute Sicherheit iiber die Fehlerfreiheit eines realen Systems kann man auch mithilfe
von Model Checking nicht erlangen. Der Grund dafiir liegt in der notwendigen Abstrak-
tion eines realen Systems in ein mathematisches Modell, dessen Eigenschaften dann mit
einer geeigneten Software iiberpriift werden kénnen. Ist diese Ubersetzung fehlerhaft oder
nicht ausreichend, d.h. werden die Eigenschaften, die spiter durch eine logische Formel
beschrieben und getestet werden sollen, nicht in das Modell iibernommen, so kann die Ant-
wort des Model Checking Verfahrens unter Umsténden wertlos sein. Zum anderen kann es
sein, daf} die Abstraktion eine Eigenschaft hat, die das reale System nicht hat. Prinzipiell
ist dies jedoch kein Unterschied, da man dies auch als Fehlen der entsprechend negierten
Eigenschaft ansehen kann.

Die Modelle, die dem Model Checking in dieser Arbeit zugrunde liegen, sind beschriftete
Transitionssysteme, d.h. man modelliert Systeme durch atomare Zustéinde und (nichtde-
terministische) Uberginge zwischen diesen Zustdnden, die mit einer nach aufien sichtbaren
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Aktion verbunden sein kénnen. Transitionssysteme sind mitunter die einfachsten Struktu-
ren, die sich fiir die beschriebenen Zwecke eignen. Dadurch sind sie zwar wohlverstanden
und hinreichend untersucht, aber in vielerlei Hinsicht nicht optimal. So kann ein Transi-
tionssytem, das ein reales System, wie z. B. die Steuerungssoftware einen automatisierten
Fertigungsprozefies, ausreichend modelliert, leicht mehrere Millionen Zustéinde besitzen.
Solche Gréflenordnungen kénnen heutzutage noch nicht effizient verarbeitet werden. Selbst
wenn ein Model Checking Verfahren eine lineare Laufzeit- oder Speicherplatzkomplexitét
beziiglich der Grifle eines gegebenen Transitionssystems besitzt, so st6ft man in der Praxis
trotz der recht kleinen theoretischen Komplexitit rasch an die Grenzen des Machbaren.

Aus diesen Griinden gibt es heutzutage in der Informatik Bestrebungen, andere mathe-
matische Modelle zu untersuchen, die das Verhalten von realen Systemen genauso gut
beschreiben, die jedoch in gewisser Weise kleiner sind als Transitionssysteme ([WN93]).
Leider zeigt sich immer wieder, daB in solchen Féllen die Komplexitéiten von Model Check-
ing Verfahren fiir solche Strukturen viel schlechter sind, so dal man in vielen Féllen keinen
Zeit- oder Speicherplatzgewinn erwarten kann. Schlimmer noch ist die Tatsache, daf sich
viele Probleme, die andere Strukturen als Transitionssystemen behandeln, unentscheidbar
sind, sich also gar nicht automatisch mithilfe eines Algorithmus l6sen lassen. Als Beispiele
fiir andere Strukturen, die in dieser Arbeit jedoch keine weitere Betrachtung finden werden,
seien Petri-Netze ([Pet62, Pet86, Rei82]) und Traces ([Maz88, DR95]) genannt.

Zumeist besteht das Problem der richtigen Abstraktion zum mathematischen Modell aus
zwei Schritten, die jeweils alle wichtigen Eigenschaften erhalten sollten. Zum einen be-
schreibt man das zu untersuchende System in einer Spezifikationssprache, wie z. B. CCS
([Mil80]), CSP ([Hoa78b]), usw. Zum anderen ergibt sich ein Transitionssystem als Se-
mantik eines Programms einer dieser Spezifikationssprachen. Letzterer Schritt geht leicht
automatisch vonstatten, da es normalerweise effektive Regeln zur Erzeugung eines Tran-
sitionssystems aus einer Spezifikation gibt. ! Damit ist dann auch gewihrleistet, dal beim
Ubergang zur Transitionssemantik einer Spezifikation keine interessanten Eigenschaften
verloren gehen. Aus einem realen System eine geeignete Spezifikation zu generieren, er-
weist sich jedoch als wesentlich schwieriger und fithrt in das Forschungsgebiet des Software-
Engineering.

Die wichtigste Anwendung der automatischen Verifikation von Systemen liefern verteilte
Systeme. Solche bestehen aus einzelnen Komponenten, die parallel arbeiten, dabei aber
miteinander kommunizieren oder auf eine andere Art und Weise interagieren. So kann man
sich z. B. die Steuerung eines Flugzeugs aus miteinander kommunizierenden Komponenten,
wie Hohensensor, Leitwerk, Kontrollanzeigen, usw. vorstellen. Es ist weiterhin Aufgabe
von Ingenieuren, die korrekte Funktion solcher einzelnen Bauteile zu garantieren. Jedoch
beherbergt die Interaktion solcher Bauteile ebenso ein Fehlerpotential, das mit Methoden
der automatischen Verifikation untersucht werden kann. So ist es in diesem kleinen Beispiel
schon schwer genug zu wissen, ob die Interaktion dieser Komponenten nicht dazu fithren
kann, dafl die Steuerung ausfillt, weil z. B. eine Komponente auf eine ,,Nachricht“ einer
anderen Komponente und umgekehrt wartet.

Besonders das Modellieren verteilter Systeme durch Transitionssysteme 1488t uns sehr leicht
an die Grenzen des Machbaren stoflen, da man meistens den sogenannten Interleaving-
Ansatz verfolgt, der oft zu einem exponentiellen blow-up der GroBle des Transitionssystems
fithrt, weil mit diesem Ansatz alle moglichen Zustandsinderungen einer einzelnen Kom-

'Im Falle von CCS z.B. durch sogenannte SOS-Regeln.



ponente zu einer Zustandsdnderung des Gesamtsystems fithren. Aus diesem Grund ist es
wichtig, Model Checking Algorithmen zu haben, die nicht unbedingt durch die Gréfie eines
Transitionssystems praktisch unverwendbar sind.

Oft ist man, falls ein Transitionssystem eine gegebene Formel nicht erfiillt, daran inter-
essiert zu wissen, warum dies der Fall ist. Dies ist wichtig im Hinblick darauf, da man
sich nicht damit zufrieden geben kann zu wissen, dafl die Abstraktion eines realen Systems
einen Fehler hat. Im allgemeinen wird man ein neues Modell finden wollen, daf} diesen
Fehler nicht beinhaltet, um spéter das reale System an das neue, weniger fehlerhafte Mo-
dell anzupassen. Aus diesem Grund werden kombinierte Verfahren gebraucht, die sowohl
Model Checking durchfithren, als auch einen interaktiven Prozess zwischen Verifikations-
software und Benutzer zulassen, der es gestattet, ein abstraktes Modell in Bezug auf eine
wiinschenswerte Eigenschaft genauer zu untersuchen.

Somit stellen wir drei Anforderungen an einen Model Checking Algorithmus:

e Komplexitéit: Die Laufzeit des Algorithmus sollte nicht nur polynomiell, sondern
linear, hochstens jedoch quadratisch in der Grofle der Eingabe sein. Die Speicher-
platzkomplexitét sollte ebenfalls linearen Aufwand nicht iiberschreiten.

e Lokalitét: Wir unterscheiden zwischen solchen Algorithmen, die das zu betrachtende
Transitionssystem nur bei Bedarf und eventuell nur teilweise aufbauen, und solchen,
die es bereits zu Beginn vollstindig aufgebaut brauchen. Diese Unterscheidung ist
moglich, weil sich Transitionssysteme als Semantik einer Spezifikation ergeben und
somit on the fly generiert werden kénnen. Ein lokaler Algorithmus, der das Transi-
tionssystem also eventuell gar nicht komplett aufbaut, bietet somit unter Umstinden
den Vorteil, sehr grofie Transitionssysteme handhaben zu kénnen.

e Gegenbeispiel generierend: Der Algorithmus sollte dem Benutzer die Moglichkeit
bieten zu zeigen, warum die gegebene Formel erfiillt bzw. nicht erfiillt ist.

In der vorliegenden Arbeit werden wir, wie bereits erwdhnt, davon ausgehen, dafl ein
Transitionssystem bereits gegeben ist, ohne uns dariiber Gedanken zu machen, wie es er-
zeugt wurde. Dadurch geht zwar der direkte Bezug zu der Modellierung verteilter Systeme
verloren, weil einem Transitionssystem nicht mehr angesehen werden kann, ob es ein Ein-
zelsystem oder ein System mit verschiedenen Komponenten beschreibt. Dennoch bleibt die
Frage als Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten Theorie bestehen, wie man gewisse
Eigenschaften solcher Transitionssysteme effizient nachweisen oder widerlegen kann.

Ebenso wichtig wie die richtige Wahl der Abstraktionsstruktur ist dabei die Wahl der
zugrundeliegenden Logik, also der Wahl der Moglichkeiten, was gewiinschte oder un-
gewiinschte Eigenschaften sind, die spiter getestet werden sollen. Im allgemeinen wird
man dazu eine temporale Logik verwenden, weil sie Aussagen iiber zeitliche Ablaufe
eines Systems zuldBt. Die wichtigsten temporalen Logiken sind heutzutage CTL, CTL*,
LTL ([Eme90]) und der modale p-Kalkiil ([Koz83, Sti92]). Nicht jede Eigenschaft eines
Transitionssystems lif3t sich in jeder Logik ausdriicken. So ist es z. B. nicht moglich, eine
CTL-Formel anzugeben, die besagt, dafl eine bestimmte Aktion immer nur unendlich oft
auftritt. Somit lassen sich Logiken beziiglich ihrer Ausdrucksstirke anordnen.

Von den genannten Logiken ist der modale p-Kalkiil bei weitem die ausdrucksstirkste,
jedoch auch die unhandlichste. Es ist nicht einfach, einer gegebenen Formel des modalen
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u-Kalkiils anzusehen, welche Eigenschaft sie umgangssprachlich beschreibt. Genauso ist es
oft schwierig, eine Eigenschaft, die man logisch ausdriicken méchte, als modale u-Kalkiil-
Formel aufzuschreiben. Da jedoch effektive Ubersetzungen der anderen Logiken in den
modalen u-Kalkiil existieren, macht es trotzdem Sinn, Model Checking fiir diese Logik zu
betreiben.

Kap. 1 der vorliegenden Arbeit gibt einen Einblick in den modalen u-Kalkiil.

Kap. 2 ist der Hauptteil dieser Arbeit. Es wird eine Theorie von Spielen entwickelt, de-
ren Sinn es ist, Model Checking fiir den modalen p-Kalkiil durchzufiithren. Diese Theorie
geht auf die Arbeiten von Stirling zuriick ([Sti97]). Wir geben einen Algorithmus an, der
auf diesen Spielen aufbaut und Model Checking fiir ein Fragment des modalen u-Kalkiils,
den sogenannten alternierungsfreien p-Kalkiil erlaubt. Wir zeigen, dafl man das Model
Checking Problem auch indirekt 16sen kann, indem wir angeben, wie es sich auf andere
Probleme reduzieren léft. Somit liefen sich Model Checking Algorithmen aus Verfahren,
die verwandte Probleme l6sen, herleiten. Am Schlufl dieses Kapitels zeigen wir, wie sich
die Eigenschaft, Gegenbeispiel generierend zu sein, ausnutzen 148t, um ein Verfahren zu
entwickeln, das einem Benutzer interaktiv zeigt, warum eine Formel durch ein Transiti-
onssystem erfiillt oder nicht erfiillt wird.

In Kap. 3 stellen wir drei weitere Algorithmen vor, die das Model Checking Problem
fiir den alternierungsfreien u-Kalkiil 16sen. Wir vergleichen diese mit dem Algorithmus
aus Kap. 2 im Hinblick auf die drei oben genannten Kriterien. Dadurch wird ersichtlich,
warum es sinnvoll ist, noch einen weiteren Algorithmus fiir dieses Problem zu haben.

Kap. 4 beschreibt schlieBlich die Implementierung des Algorithmus aus Kap. 2 in dem
Verifikationstool TRUTH ([LT98, LLNT99]).



1 Der modale p-Kalkiil

Der modale u-Kalkiil ist eine temporale Logik, d. h. mit seinen Formeln lassen sich
Aussagen iiber zeitliche Ablidufe eines modellierten Systems machen. Dazu miissen geeig-
nete Interpretationen zur Verfiigung stehen.

1.1 Transitionssysteme

Def. 1.1.1 Sei Acts eine Menge von Aktionsnamen, kurz Aktionen. Ein beschriftetes
Transitionssystem (LTS) ist ein Tupel 7 = (S, T, Acts, ). Dabei ist S eine Menge von
Zustinden und T' C S x Acts x S eine Menge von beschrifteten Transitionen.! Wegen
der besseren Lesbarkeit schreiben wir

st o (s,a,t)eT. ¢

Abbildung 1.1: Ein einfaches Transitionssystem.

Um Transitionssysteme als Abstraktionen realer Systeme zu benutzen, muf} oft ein aus-
gezeichneter Anfangszustand eingefithrt werden. Damit erhalten Pfade (oder Biume)
durch das Transitionssystem die Bedeutung von zeitlichen Abldufen. In grafischen Dar-
stellungen werden wir diese durch einen Pfeil kennzeichnen, der an keinem anderen Knoten
beginnt.

LT kann also als gerichteter Graph angesehen werden. Dabei entsprechen die Knoten Zustinden und
die Kanten Zustandsiibergéingen (Transitionen), die mithilfe von Aktionen durchgefiihrt werden.
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1.2 Syntax und Semantik

Sei Veine Menge von propositionalen Variablen und Acts eine Menge von Aktionsna-
men. Formeln des modalen y-Kalkiils L7 in positiver Form, wie er in [Koz83] vorgestellt
wurde, sind folgendermaflen induktiv definiert:

Def. 1.2.1 Sei X € V und K C Acts. Die Syntax von L} ist gegeben durch:

pu=tt | H | X |1 Apa | o1 Vo | [Klo | (K)p | vX.p| pX.p

0O.B.d.A. seien Variablen, die durch die Operatoren y und v gebunden werden, stets
paarweise verschieden, d.h. Formeln wie pX.(a)X V pX.[a]X werden nicht zugelassen.
Stattdessen betrachten wir entsprechende Formeln, die durch Umbenennen der Variablen
entstehen, in diesem Fall also z. B. pX.(a)X V pY.[a]Y. o

Zur Vereinfachung verwenden wir folgende Abkiirzungen: 2

(@) fiir ({a})p
(—a)p fir (Acts\{a})p
(—K)p fir (Acts\K)p
(—)e fiir (Acts)p

Def. 1.2.2 Die freien Variablen einer Formel lassen sich induktiv definieren:

Free(tt) = 0

Free(ff) =0

Free(X) = {X}

Free(p AN¢) = Free(p) U Free(y)

Free(pViyp) = Free(p) U Free(y)

Free((K)p) = Free(y)

Free([K]p) = Free(p)

Free(uX.p) = Free(p) \ {X}

Free(vX.p) = Free(p) \ {X} o

Def. 1.2.3 Genauso 148t sich induktiv die Fixpunkttiefe einer Formel ¢ definieren:

fd(te) =0

fd(££) =0

fd(X) =0

fdloNp) = maz{fd(p), fd()}

fdle Vi) = maz{fd(p), fd()}

fd((K)p) = fd(p)

fd([Klp) = fd(y)

fd(pX.p) = fd(p)+1

fdwvX.p) = fd(p)+1 °

’fiir den [ ]-Fall analog.
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Def. 1.2.4 Fiir Komplexitidtsbetrachtungen z. B. ist die Gréfe einer Formel wichtig. Dazu
brauchen wir die Menge der Unterformeln einer Formel ¢:

Sub(tt) = {tt}

Sub(£f) = {ff}

Sub(X) = {X}

Sublp A1) = {pAy} U Sublp) U Sub(y)
SublpVy) = {pVe} U Sublp) U Sub(y)
Sub((K)g) = {(K)g} U Sublp)

Sub([K]p) = {[Klp} U Sub(p)

Sub(uX.p) = {pX.p} U Sub(p)

Sub(vX.p) = {vX.p} U Sub(p)

Als Grofle einer Formel definieren wir || := |Sub(y)|.3 o

Def. 1.2.5 Die Menge der Unterformeln einer Formel ¢ bildet mit folgender Ordnung
einen Halbverband:*

<Y & e Suby)

Wir nennen 1 dann gréfler als . Zu je zwei Formeln aus der gleichen Unterformelmenge
existiert aufgrund des induktiven Formelaufbaus stets ein Supremum bzgl. <. o

Def. 1.2.6 Schrinkt man die Syntax von L7° auf fixpunkt- und variablenfreie For-
meln ein, so erhilt man die Logik HMLS. Es ist also ¢ € HML, gdw. fiir alle Variablen
X und ein ¢ € L7 gilt:

X & Sub(p) und oX.4)p & Sub(yp) o

Nachdem wir beschriftete Transitionssysteme eingefiihrt haben, kénnen wir die Semantik
[¢] einer p-Kalkiil-Formel ¢ definieren.

Def. 1.2.7 Sei T = (S, T, Acts, \) ein LTS, und p : V — 2° eine Bewertungsfunktion,
die jeder Variable eine Menge von Zustédnden zuordnet. AuBerdem sei

sy = { O, B V=X

diejenige Bewertungsfunktion, die bis auf die Stelle X mit p iibereinstimmt und dort den
Wert M annimmt. Die Semantik

L] £ —28

3Es erscheint sinnvoller, als Gréfle einer Formel deren syntaktische Linge zu verwenden, jedoch ist die
Anzahl der Unterformeln linear darin beschrinkt.

4D.h. zu je zwei Elementen der Struktur existiert bzgl. der Ordnung jeweils ein Supremum, nicht unbedingt
jedoch ein Infimum.

SHML steht fiir Hennessy-Milner-Logic.
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ordnet jeder u-Kalkiil-Formel die Menge von Zustinden des Transitionssystems zu, in der
die Formel gilt.

[«]] = S

[[ﬁ]]T =

K7 = e

[[WW]]T = [el, N ¥,

vaw]]% = T} U W]

(K = {sES\HtES EIaEK:s—%tunth[[(p]]Z—}
[[[K(,z)]]ﬂ;Z = {se€S |VteS, Yaec K: Wennsﬂtdannteﬂw]]zi}
[[MXSO]]T = ﬂ{RCS|RC[[<P]] NT ),

[[VX-GO]]Z = U {RCS | [¢l)ix/m C R}

Auflerdem definieren wir:

(Tos) e = selql]
p=1 & firalle 7 und p [[(p]]Z- = [[1/)]]Z o

Offensichtlich héngt die Semantik von dem gewihlten Transitionssystem ab. Da die Be-
wertungsfunktion die Semantik mitbestimmt, ist es sinnvoll, nur Sétze® zu betrachten.
Dadurch L4t sich jede beliebige Bewertungsfunktion zur Berechnung der Semantik benut-
zen, z. B.

p(X) =0 fir VX eV

Durch die Berechnungsvorschrift fiir den y- und den v-Fall ist garantiert, dafl die Bewer-
tungsfunktion beim Auftreten einer Variablen eindeutig ist.

Neben den iiblichen booleschen Operatoren A und V stellt die temporale Logik L£7°
die Modalitéten [ | und ( ) zur Verfiigung. Mit ihrer Hilfe lassen sich Aussagen iiber
strukturelle Zusammenhinge, genauer iiber die Nachfolgerrelation in der Interpretation
machen. So gilt z. B. die Formel (a)tt in allen Zusténden, die einen a-Nachfolger haben.
Allein mit diesen Operatoren ist £7° jedoch sehr ausdrucksschwach.” Was vor allem fehlt,
sind Quantoren iiber Zustinden. Diese werden in gewisser Weise durch den y- und den
v-Operator bereitgestellt: [uX.p(X )]]Z 148t sich auch interpretieren als in Bezug auf die
Mengenkardinalitit kleinste Losung der Gleichung

Y = oY) fir Y €25 (1.1)
wobei ¢ als Transformation auf Zustinden aufgefaBt wird.® Genauso liefert [vX.o(X )]]Z
die gréfite Losung von GI. 1.1. Dadurch wird der p-Operator zu einem existentiellen
Quantor (zweiter Stufe) iiber Mengen von Zustinden, und der v-Operator entspricht
einem universellen Quantor. Aufgrund der Art der Gl. 1.1 nennt man g und v auch
Fixpunktoperatoren und ihre Semantik Fixpunkte.

SEin Satz ist eine Formel ohne freie Variablen
7s. Abschn. 1.4
8vgl. Def. 1.2.8



1.3. BEISPIELE

Def. 1.2.8 Sei T = (S, T, Acts, A). Zu jeder Formel ¢ und einer Variablen X definieren
wir die Transformationsfunktion °

Tox 125 — 25

Tox(R) [[(p]]z;[X/R]

Bem. 1.2.9 Die Funktionen 7, x sind fiir ¢ € £;° monoton iiber dem Potenzmengen-
verband der Zustédnde des zugrundeliegenden Transitionssystems, d. h.

SCS = 7,x(8) CTpx(S)

Dadurch ist gewéhrleistet, dal die durch p und v definierten Fixpunkte unter den Trans-
formationsfunktionen 7, x existieren ([Tar55]).

1.3 Beispiele

Bsp. 1.3.1 Einige Beispiele sollen verdeutlichen, welche Aussagen sich in £7° machen
lassen:

1. (—)tt besagt, daBl es einen Folgezustand gibt.
2. [-]ff Dbesagt, daBl es keinen Folgezustand gibt.

3. (a)p Es gibt einen Folgezustand, der durch eine a-Aktion erreichbar ist und in dem
@ gilt.

4. [—alff Der Zustand kann hdchstens durch a-Aktionen verlassen werden.

5. aus 3. und 4. zusammen ergibt sich z.B.: (a)tt A [—a|ff, d.h. es sind genau nur
a-Aktionen méglich.

6. Die sogenannte Liveness-Eigenschaft, daf§ es einen Pfad gibt, auf dem irgendwann
t erfiillt wird, ist pX.(¢ V (=) X).

7. Dagegen 148t sich die sogenannte Safety-Eigenschaft, daf§ v immer erfiillt wird,
so formalisieren: vX.(¢ A [—]X).

8. Eine weitere wichtige, temporallogische Aussage ist die Until-Bedingung:
pX. (Vv (oA (=)t A[-]X))
besagt, daf} auf allen Pfaden ¢ solange gilt, bis irgendwann einmal 1 gilt.

9. Wenn man ausdriicken méchte, dafl nach jeder a-Aktion irgendwann auch noch eine
b-Aktion moglich sein soll, dann kann man dies so tun:

vX.([al(nY-((B)tt V (-)Y)) A [-]X)

Hier ist lediglich die Safety-Formel aus 7. mit der Liveness-Formel aus 6. und der
Hfiir alle a-Aktionen“-Modalitéit verkniipft worden.

9Damit 7, x nicht konstant ist, mufl X € Free(y) gelten.
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10. Wenn man ausdriicken méchte, dafl a- und b-Aktionen auf unendlichen Pfaden immer
hochstens abwechselnd auftreten, dann kann man dies ebenfalls mit zwei Fixpunkt-
operatoren tun:

vX.[bff A ([a]vY.[a]ff A [B]X A [—a,b]Y) A [—a,b]X
Hier werden zwei Safety-Varianten benutzt: Es soll gesichert sein, dal nach einer a-

Aktion keine weitere folgt, ohne daf vorher eine b-Aktion erfolgen konnte. Genauso
soll der umgekehrte Fall gelten.

11. Daf} auf jedem Pfad des Transitionssystems die Aktion a nur endlich oft auftreten
darf, 148t sich folgendermaflen formalisieren:

pX.vY.([a]X A [—a]Y)

1.4 Komplexitat und Ausdrucksstirke

Def. 1.4.1 Sei ¢ eine Formel einer Logik L, die iiber einer Struktur S interpretiert werden
kann. Das Model Checking Problem besteht dann darin, zu entscheiden, ob S | ¢
gilt oder nicht. o

Def. 1.4.2 Ein Model Checking Algorithmus fiir L, L < £7?, 10 ist eine Prozedur A mit
Eingabe T, s, p, wobei T = (S, T, Acts,\),s € S, € L, und Ausgabe yes oder no, mit

A(T,s,0) =yes < (T,s)Eop

Das Ziel dieses Abschnittes ist, das Model Checking Problem fiir £7° komplexitéitstheo-
retisch einzuordnen. Um die Angabe eines nichtdeterministischen Algorithmus MP, der
polynomielle Zeitkomplexitét hat, zu vereinfachen, zeigen wir zunéchst:

Lemma 1.4.3 L7 ist unter Negation abgeschlossen.

Beweis: Dazu erweitern wir die Syntax und Semantik von £7° um den Negationsope-
rator —:

[l =S - [l

'L ist eine Sublogik von £;°, also z.B. HML oder LF fiir ein k € IN

10



1.4. KOMPLEXITAT UND AUSDRUCKSSTARKE

Eingabe: T = (S, T, Acts, \),s € S, € LY

1. 4p:=

2. if A(T,s,¢) = yes then return no
else return yes

Abbildung 1.2: Algorithmus B(7, s, ¢).

Damit lassen sich einige Operatoren durch andere ausdriicken. Sei 7 = (S, T, Acts, \):

1. ff = -ttt
[-tt]] =S —[e]] =5—5=0=[#]]

2. o AP ==(-pV 1) :
[~V -)]7 =S —[~oV—4]] =S — ([~ U[-¢]]) = —((S—[e]])U (S -
[W)) 1 ﬁso]]fn[[w]]”f [[somp]]T

3. [ T)—mp
[—¢ —mp]] - —ucp]]T S—{se S| JHes, s—)tundte[[—up]]T}—{SE
S| Vt € S, nicht s % ¢ oder t ¢ [[—mp]];r} ={s€ S| Vt€ S, nicht s %t oder t €
[ } = [lale]]

4. vX.p(X) = —W?.—mp(—'X) -
[FpX—p(=X)], = S — [[uX —~p(=X)], =
S -N {RCS | [HP(ﬁX)]] olx/r) = B} =
U {S—R | [~p(-X)])x/m = B} =

U {8 =R | [~e()]jix/s—ry = B} =

RCS
RLCJS{S R | [o(X )]] [X/(S—-R)] — =S—-R}=
URCS | elyxm =R = X)) 0

Def. 1.4.4 Unter ¢¢, dem Komplement von ¢, verstehen wir diejenige Formel, die ent-
steht, wenn man die Aquivalenzen aus Lemma 1.4.3 auf die Formel -y anwendet, bis sie
keine Negation mehr enthilt. 2 ©

Bem. 1.4.5 Offensichtlich gelten dann:
a) ¢ =g
b) (T,s) e « (T,s) "

"nach deMorgan
“Dies ist in linearer Zeit bezogen auf die GroBe der Formel méglich.

11
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Eingabe: T = (5,7, Acts,)), s€ S, p € L
global VX € Var(p): p(X) =10

case ¢ of
tt — return True
X — if s € p(X) then return True
else return False
—p — return (Not MP(s,p))
01 Vo — errate i€ {1,2}

return MP(s, ;)
(a)y — if T'(s,a) =0 then return False
else errate t€{ ' | s 5t}
return MP(¢,))
pXPp(X) — errate S'CS
p(X) =5
return MP(s,))

Abbildung 1.3: Algorithmus MP (T, s, ).

Satz 1.4.6 L(MP) e NP < L(MP) € co—NP

Beweis: Angenommen, ein nichtdeterministischer Algorithmus A entscheidet in polyno-
mieller Zeit, ob (7, s) = ¢ gilt. Dann entscheidet der Algorithmus B aus Abb. 1.2 ebenfalls
nichtdeterministisch in polynomieller Zeit, ob (7, s) F~ ¢ gilt. O

Satz 1.4.7 Das Model Checking Problem fiir £7° liegt in NP.

Beweis: Sei T = (5, T, Acts, \). Der nichtdeterministische Algorithmus aus Abb. 1.3 16st
das Model Checking Problem fiir £ in polynomieller Zeit. Die Korrektheit folgt sofort
nach den Semantikregeln aus Def. 1.2.7. Die Laufzeit ist linear in |¢|, da in jedem Schritt
zu einer Unterformel der aktuellen Formel iibergegangen wird, und linear in |.S|, wenn man
die GroBe der Formel festhilt. O

Satz 1.4.8 Das Model Checking Problem fiir £ liegt in NP N co—NP.

Beweis: folgt sofort aus den Séitzen 1.4.7 und 1.4.6. O

Bsp. 1.3.1 und die in Def. 1.2.7 eingefithrten Regeln zeigen, welche Aussagen sich in £7°
machen lassen. £7° hat aber auch Schwiichen. So ist es z. B. nicht mdglich auszudriicken,
dafl man iiber zwei verschiedene Wege zum selben Zustand gelangt, da keine Variablen
iiber Transitionen zur Verfiigung stehen. £ ist auBerdem nichtzéhlend, d. h. man kann
ebenfalls keine Aussagen wie ,es gibt einen Weg der Linge n“ machen. Es gibt auch keine
inversen Modalitéiten, so dal man nicht ausdriicken kann, daf} ein Zustand Vorgéinger
eines anderen ist.

12



1.4. KOMPLEXITAT UND AUSDRUCKSSTARKE

1.4.1 Die Alternierungstiefe
Die Anzahl der Wechsel von gréfiten und kleinsten Fixpunktoperatoren in einer Formel ist
ein wichtiges MaB fiir die Ausdrucksstéirke der Logik, aus der die Formel stammt, und

die Komplexitét des Model Checking Problems.

Def. 1.4.9 Fiir p € LY ist die Alternierungstiefe ad(y) induktiv definiert durch

ad(X) =1

ad(p V) = maz(ad(p),ad(y)))

adp A ) — mas(ad(e),ad(s))

ad((K)p) = ad(p)

ad([Klp) = ad(p)

ad(uX.p) = { Zzgg +1 z?)lrlthElw € Sub(p),y =vY.x und X € Free(x)
ad(vX.p) = { Zzgg +1 Ziﬂitaw € Sub(p), = pY.x und X € Free(x)

Mithilfe der Alternierungstiefe lassen sich Fragmente der Logik £;° definieren:
Ly ={ veLly |adly) <k}
Unter dem Ausdruck Alternierungshierarchie verstehen wir die Folge

1 2 3
£, c2crclc.. o

So gehéren z. B. die Formeln 9 und 10 aus Bsp. 1.3.1 zu E}N die Formel 11 jedoch echt zu
E2

a
Def. 1.4.10 Wir nennen eine Formel ¢ € L7° alternierungsfrei, wenn gilt:

1
peL, o

Satz 1.4.11 Die Alternierungshierarchie des u-Kalkiils ist strikt, d.h.:
Vk € IN Ei(pEEZH und ﬂweﬁﬁ mit ¢ =1

Beweis: Siehe [Bra96]. 1 Es sei angemerkt, dal der Beweis zeigt, dal die Alternierungs-
hierarchie des u-Kalkiils iiber unendlichen Transitionssystemen strikt ist. Da der p-Kalkiil
jedoch die Endliche-Modell-Eigenschaft hat, d.h. jede erfiillbare Formel ¢ € LJ° wird
bereits von einem endlichen Transitionssystem erfiillt, folgt die Striktheit sofort auch fiir
endliche Transitionssysteme. O

13
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Abbildung 1.4: Ausdrucksstirke von temporalen Logiken.

1.4.2 Andere temporale Logiken

Genauso wie in Abschn. 1.2 148t sich der Begriff der Giiltigkeit einer Formel in einem
Transitionsystem auch fiir andere Logiken wie z.B. CTL, CTL* oder LTL ([DRCS97,
Eme90]) definieren.!* Der modale p-Kalkiil ist eine sehr ausdrucksstarke Logik im Ver-
gleich zu diesen anderen temporalen Logiken ([JW96]). Es existieren effektive Verfah-
ren, wie die Logiken CTL, CTL* und LTL in den p-Kalkiil iibersetzt werden kénnen
([Dam94]). In allen Fillen ist sogar die Alternierungstiefe der resultierenden Formel be-
schrinkt, d.h. es existieren Funktionen

BerL CTL — L
Berr CTL* — L2
Brrr LTL — L

so daB fiir alle Transitionssystem 7 = (5,7, Acts,A\) mit s € S und fiir alle Formeln
01 € OTL, p; € CTL*, p3 € LTL, gilt:

(T,s) Ferr o1 © (T,8) E Borwoler)
(T,s) EFcrre w2 & (T,s) E Borr-(y2)
(T,s) Erre w3 <& (T,s) & Brrr(es)

13Da der Beweis nicht einfach und fiir die vorliegende Arbeit nicht wesentlich ist, wollen wir uns mit der
Referenz darauf begniigen.

“Wir verzichten hier auf die explizite Angabe von Syntax und Semantik der angesprochenen temporalen
Logiken und verweisen dabei auf die angegeben Literatur.

14



1.5. MODEL CHECKING ALGORITHMEN FUR Ly

Zur genaueren Betrachtung dieser Zusammenhénge bedarf es einer Definition der einzelnen
=1, Beziehungen. Da wir die Logiken nicht explizit definiert haben, wollen wir uns an dieser
Stelle damit begniigen, dal zu einer Logik immer ein Modellbegriff gehort, der lediglich
besagt, ob eine Interpretation eine Formel erfiillt oder nicht.

Abb. 1.4 zeigt, wie sich die Fragmente £; des modalen p-Kalkiils und die anderen tempo-
ralen Logiken beziiglich ihrer Ausdrucksstirke zueinander verhalten.

1.5 Model Checking Algorithmen fiir £5°

Im folgenden stellen wir zwei naive Model Checking Algorithmen vor, die nicht effizient,
jedoch fundamental fiir den p-Kalkiil sind. Der erste zeigt, dal man mit exponentiellem
Aufwand die Fixpunktformeln, die das Model Checking kompliziert machen, dafiir jedoch
die Ausdrucksstirke erhdhen, elimieren kann. Der zweite berechnet letztendlich die Se-
mantik einer Formel in Bezug auf ein gegebenes Transitionssystem, wie sie in Def. 1.2.7
eingefiihrt wurde.

1.5.1 Fixpunktelimination

Ist die Grofle des zugrundeliegenden Transitionssystems, d.h. die Anzahl der Zustéinde, be-
kannt, z. B. |S|, dann kann man jede Formel ¢ € Li? in eine dquivalente Formel ¢ € HML
iibersetzen. Die Idee, die hinter der Transformation steht, ist die, daf} die Berechnung der
Semantik einer u- oder v-Formel einer monotonen Fixpunktberechnung auf dem Potenz-
mengenverband der Zustidnde des Transitionssystems entspricht. Diese ist spitestens nach
h Schritten stabil, wobei h die Hohe des Verbandes, in unserem Fall |S]| ist.

Def. 1.5.1 Die Transformation ist definiert durch

¢ [,ZO — HML

¢(ee) = tt

¢(#) = i
Ceny) = Clep) AC(e)
ClpVy) = ¢(p) VC(9)
(([Klp) = [K]¢()
C(K)p) = (K)C()
C(/‘X-QO) = unfOZd(C(QO)’/j'aXa |SD
C(VX-QO) = unfOId(g(QO)aV’Xa|S|)

|
=4

unfold(y, u, X,0)
unfold(y,v, X, 0) = t
unfold(y,o0,X,n+1) = 9[X — unfold(y,o, X,n)]

Dabei ist p[X — 1] diejenige Formel, die entsteht, wenn jedes Auftreten der Variablen X

in ¢ durch die Formel 1 ersetzt wird. o

15
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Eingabe: T = (5,7, Acts,\), s € S, ¢ € HML

case ¢ of

tt — return yes
ff — return no
w1 Vs — if MCHML(s,p1) = yes

then return yes

else return MCHML(s, p2)
p1 Ny — if MCHML(s,¢1) = no

then return no

else return MCHML(s, p2)
(a)y — for t in T(s,a) do

if MCHML(t,¢) = yes
then return yes
return no
[a]y — for t in T(s,a) do
if MCHML(¢,1)) = no

then return no
return yes

Abbildung 1.5: Algorithmus MCHML(T, s, ¢).

Somit bleibt eine fixpunkt- und variablenfreie Formel ¢ iibrig, deren Giiltigkeit z. B. mit
dem deterministischen Algorithmus MCHML aus Abb. 1.5 in Zeit O(|y| - |S|) getestet
werden kann.

Der Algorithmus ist nicht lokal, weil zu Beginn der Formeltransformation die Grofe des
Transitionssystems bekannt sein mu$.

Die Laufzeit des Algorithmus MCHML ist zwar linear in der Grofle der Formel, die
Formel kann jedoch bei der Transformation exponentiell grofler werden, falls Variablen
mehrfach auftreten.

1.5.2 Fixpunktberechnung

Die Idee der Fixpunktberechnung ist, fiir jede Unterformel 9 € Sub(yp) sich zu merken,
in welchen Zustinden sie gilt. Dabei beginnt man mit atomaren Formeln tt und ff, die
immer in jedem bzw. keinem Zustand gelten. Die Variablen X erhalten den Initialwert ()
bzw. S, falls sie vom Typ u bzw. v sind. Alle anderen Unterformeln kénnen dann anhand
der Semantik (s.Def. 1.2.7) behandelt werden. Dieses Verfahren wird iteriert, indem im
néchsten Schleifendurchlauf jede Variable X auf den Wert gesetzt wird, der bei der letzten
Iteration fiir den Rumpf der entsprechenden Fixpunktformel o X.p errechnet wurde. Da-
bei ist zu beachten, dal weiter innen stehende Fixpunktformeln bei jeder Iteration einer
dufleren neu berechnet werden miissen. AuBerdem kann man jede Formel o X.p bei der
Berechnung mit der Variablen X selbst identifizieren. Das Verfahren ist beendet, wenn der
Wert der zu testenden Formel selbst stabil ist. Die Korrektheit und Terminierung folgt

16
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Abbildung 1.6: Ein weiteres Transitionssystem 7T .

wegen Monotonie!® aus dem Fixpunktsatz von Tarski ([Tar55]).
Wir wollen uns damit begniigen, den Algorithmus an einem Beispiel vorzufiihren.

Bsp. 1.5.2 Sei ¢ = uX.vY.([a]X A[—a]Y). ! Die Fixpunktberechnung zu 7 aus Abb.1.6
und ¢ sieht dann folgendermaflen aus:

X Y [a)X | [-a]lY | [a]X A [—a]Y
0 | {so,s1} | 0 0 0
0 0 0 {s0} 0
0 0 0 {s0} 0

Der letzlich stabile Wert @), der der Formel [a]X A [—a]Y und somit auch der gesamten
Formel ¢ zugeordnet wird, besagt, daf} ¢ in keinem Zustand des Transitionssystems gilt.

Man sieht, dafl die Fixpunktberechnung ,,zuviel“ macht, weil sie die Giiltigkeit der zu te-
stenden Formel in jedem Zustand des Transitionssystems berechnet. Normalerweise reicht
es zu wissen, ob die Formle in einem einzelnen, bestimmten Zustand gilt.

155 Bem. 1.2.9
165 Bsp. 1.3.1
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2 Spielbasiertes Model Checking

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Model Checking Algorithmus fiir den alternierungsfreien
u-Kalkiil vorzustellen, der die drei Kriterien erfiillt, die bereits in der Einleitung angedeutet
wurden:

e Komplexitéit: Auch im Hinblick auf eine Implementierung sollte die Laufzeit des
Algorithmus nicht nur polynomiell, sondern linear, héchstens jedoch quadratisch in
der Grofle der Eingabe Transitionssystem und Formel sein. Die Speicherplatzkom-
plexitdt sollte ebenfalls linearen Aufwand nicht iiberschreiten. Unser Algorithmus
wird ein Laufzeitkomplexitéit von O(n-logn) und eine Speicherplatzkomplexitit von
O(n) haben, wobei n die Grofle des Transitionssystems und der Formel ist.

e Lokalitét: Der Algorithmus wird lokal sein, d. h. er wird nicht unbedingt das gesamte
Transitionssystem brauchen. Dies erkldart auch den logarithmischen Faktor in der
Laufzeitkomplexitidt. Ein globale Variante, die leicht aus der lokalen zu gewinnen
ist, wiirde lineare Laufzeitkomplexitidt haben.

e Gegenbeispiel generierend: Der Algorithmus bietet im Gegensatz zu den ande-
ren Algorithmen, die in Kap. 3 vorgestellt werden, dem Benutzer die Moglichkeit
festzustellen, warum eine gegebene Formel nicht erfiillt ist, falls sie nicht erfiillt ist.

Dabei werden die in [Sti97] vorgestellten Spiele benutzt.

2.1 Spiele fiir den p-Kalkiil

Ein spielbasierter Algorithmus simuliert zwei Spieler, Vbelard (I) und loise (II).
Vbelard hat dabei die Aufgabe, die vorliegende Formel zu widerlegen, wihrend Jloise sie
beweisen muf. Dabei ist das Spielbrett das kartesische Produkt aus der Zustandsmenge
des Transitionssystems und der Menge der Unterformeln.

Def. 2.1.1 Eine Partie besteht aus einer (moglicherweise unendlichen) Folge von Zu-
stand-Formel-Paaren C;, Konfigurationen genannt. Mit C7(s, ¢) bezeichnen wir die Men-
ge aller im Spiel T'y, 7 (s, ¢) moglichen Konfigurationen. o

Ein Zug veridndert die Formelkomponente einer Konfiguration und eventuell auch die

Zustandskomponente. Die Regeln dazu sind:

Def. 2.1.2 Sei 7= (S, T, Acts, \) mit Startzustand so und ¢ € L. Dann gilt:
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1. Die Partie 'y 7(s0, ) ist eine (moglicherweise) unendliche Folge von Konfiguratio-
nen C; mit Cy = (8¢, ®)-

2. Ist die aktuelle Konfiguration

. s,tt), dann endet die Partie.

= (
e C; = (s,ff), dann endet die Partie.
e C;=(s,X) und ¢ = o X.x € Sub(p), dann ist C;11 = (s,)
= (8,1 A ¢2), dann wihlt Vbelard ein i € {1,2} und C;11 = (s, pi)
= (s,¢1 V ¢2), dann wihlt Jloise ein i € {1,2} und Cit1 = (s, ¢;)

. C (s,[K]), dann wihlt Vbelard ein t € S und ein ¢ € K mit s % ¢, und

Ciy1 = (t P).
e C; = (s,(K)t), dann wihlt Jloise ein t € S und ein ¢ € K mit s > ¢, und
Cit1=(1,9).

o C; = (s,vX.4), dann ist Ciy1 = (s,7).
o C; = (s,uX.9), dann ist C;j11 = (s,9).

Wir schreiben C; — Cj, falls ein Zug von C; nach C; moglich ist, bzw. C; —, C; falls Spieler
p diesen Zug machen kann. o

Def. 2.1.3 Wir definieren nun die Gewinnbedingungen, die angeben, welcher Spieler
welche Partien gewinnt. Sei 7= (S, T', Acts, A) mit Startzustand so, ¢ € £ und s € S.
Vbelard gewinnt die Partie I', 7(s0, ¢), falls

o I'y7(s0,0) =Cop = C1 = ... = Cy und Cp, = (s, ff).

e Ty 7(s0,0) =Co = C1 — ... = Cp und C, = (5,(K)%) und it € S s % ¢ fiir ein
a € K.

e I'y7(s0,) = Co — C1 — ... unendlich ist und eine gréBte Fixpunktformel, die
unendlich oft in den Konfigurationen auftritt, existiert und vom Typ p ist.!

Dagegen gewinnt Jloise die Partie 'y, 7(¢p,), falls
e Ty 7(s0,0) =Co = C1 = ... = Cyund Cp, = (s, ).

e Ty 7(s0,0) =Co = C1 — ... = Cp und Cy, = (5,[K]p) und $t € S s = ¢ fiir ein
a€ K.

e I'y7(s0,) = Co — C1 — ... unendlich ist, und eine gréfite Fixpunktformel, die
unendlich oft in den Konfigurationen auftritt, existiert und vom Typ v ist. o

Die Idee, die hinter dieser Definition steckt, ist die folgende: Jloise soll nach endlicher Zeit
gewonnen haben, wenn sie es schafft, die Partie iiber eine Reihe von Ziigen in existentiel-
len Unterformeln? in eine Konfiguration zu bringen, die entweder tt enthilt oder in der

'Die Existenz ist gewihrleistet, wie Lemma 2.1.8 zeigt.
2tt, ¢ V 1, (a)p sind existentielle, £, p A 1), [a] dagegen universelle Formeln.
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Vbelard nichts mehr widerlegen kann. Genauso soll Vbelard nach endlicher Zeit gewonnen
haben, wenn Jloise nichts mehr beweisen kann. Eine unendliche Partie soll von Vbelard
gewonnen werden, wenn sie durch die Abwicklung eines y-Fixpunktes zustande kommt,
weil kleinste Fixpunkte bewiesen, grofite jedoch widerlegt werden miissen. Gerét ein Spiel
also in eine Schleife, die immer wieder eine Konfiguration mit einer u-Formel durchliuft,
dann hat Jloise es nicht geschafft, die Formel zu beweisen.

Bsp. 2.1.4 Sei 7 das Transitionssystem aus Abb. 1.1 und
¢ =vX.(a)tt A (—)X.? Dann sind z.B. folgende Partien moglich:

1. (80,(p) — (S(), (a)tt A <—)X) —7 (30, (a)tt) —IrI (Sl,tt)

2. (s0,%) = (s0,(a)tt A (—)X) =1 (0, (@)tt) =11 (s2,tt)

3. (s0,) = (s0,(a)tt A (—)X) =71 (s0,(—)X) =11 (52, X) = (82,0) — (82, {a)tt A
(=)X) =1 (s2,(a)tt)

4. (s0,0) = (80, (a)tt A (=)X) =1 (s0,(—)X) =11 (s1,X) = (s1,0) = (51, (a)tt A
(—)X) =71 (81, (=)X) =11 (50, X) = (80,0) = ...

Wie man sieht, werden die Partien 1., 2. und 4. von Jloise gewonnen. Partie 3. geht jedoch
an Ybelard. Hatte dloise ihren ersten Zug anders gewihlt, dann hitte sie auch diese Partie
gewinnen koénnen.

Lemma 2.1.5 Sei 7 = (S, T, Acts, ) mit s € S und ¢ alternierungsfrei. Jede Partie des
Spiels T'y, 7(s,¢) durchlduft dann keine verschiedenen Fixpunktformeln unendlich oft.

Beweis: Seien pX.1 und vY.y zwei Fixpunktformeln, die in einer Partie des Spiels unend-
lich oft auftreten. Sei uX.1 die zuerst auftretende Formel. Offensichtlich mufl die Partie
dann folgendermaflen aussehen:

(s,0) = ... = (t1,uX ) = ... = (to,vYx) = ... = (81, X) = ... = (t1, X)) — ...

Dann gilt jedoch: X € Free(x) und damit ad(p) > 1. Analog gilt ad(p) > 1 auch, falls
vY.x die zuerst auftretende Formel ist. O

2.1.1 Zusammenhang zum Model Checking

Das Ziel dieses Abschnitts ist, einen Zusammenhang zwischen den Spielen und dem Model
Checking fiir den u-Kalkiil zu schaffen.

Def. 2.1.6 Sei P ein Spieler. Dann bezeichnet P den jeweils anderen Spieler.* o

Def. 2.1.7 Sei
Fwo,T(SONPo) = (s0, o) — P (s1,¢1) =p; ---

3Die Formel besagt: Es gibt einen unendlichen Pfad, der iiberall mit a beschriftet ist.
4Falls im Zusammenhang mit einem Spielzug P kein Spieler ist, dann soll auch P kein Spieler sein.
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eine Partie. Dann ist die duale Partie® dazu

TF 00 (50,05) = (50,46) = pg (s1,6) —pe --- °

Lemma 2.1.8 Jede Partie hat genau einen Sieger.

Beweis: a) Zuerst zeigen wir, daff jede Partie so ablaufen mu$, dal mindestens eine Ge-
winnbedingung erfiillt ist:

Angenommen, die Partie ist endlich. Das ist nur méglich, wenn sie in tt, £f, (a)1 oder [a]y
endet. Sei die betrachtete Partie mit der Formel ¢ nun unendlich lang. Wegen |¢| < oo
und den Regeln fiir die Spiele muf es eine Teilformel ¢ € Sub(yp) geben, mit ¢ = o X.x
und % tritt in der Partie unendlich oft auf. Damit ist sichergestellt, dal auf jeden Fall
einer der beiden Spieler diese Partie gewinnt.

b) Jetzt miissen wir noch zeigen, daf jede Partie hochstens von einem Spieler gewonnen
wird. Dazu unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall: Die Partie ist endlich. Dann hingt der Gewinner nur von der letzten Konfigura-
tion ab. Da diese eindeutig ist, ist auch der Gewinner eindeutig.

2. Fall: Die Partie ist unendlich. Sei ¢ die betrachtete Formel. Angenommen, die Par-
tie durchlduft unendlich oft Konfigurationen mit den Unterformeln o1 X1.901, 09 X1.900 €
Sub(p), fiir o1 # g9, X1 # Xo. Weil beide unendlich oft vorkommen, sieht die Partie also
folgendermaflen aus:

(S,(,O) — ... = (tl,O'le.l/)l) —. = (t2,02X2.1/)2) —)T—) (t1,01X1.¢1) — ...

0.B.d.A. gelte: g9X9.102 kommt nicht vor dem ersten Auftreten von o1 X;.1; vor, und
zwischen den betrachteten Konfigurationen treten keine weiteren auf, die Variablen in der
Formelkomponente enthalten. Weil die Spielregeln immer ein Abstieg in echte Teilformeln
oder ein Abwickeln von Fixpunktformeln fordern, muf folgendes gelten: In % oder in T wird
mindestens einmal eine Regel zum Abwickeln der Fixpunkte aus Def. 2.1.2 angewandt,
ansonsten wire o1X1.91 eine echte Teilformel von sich selbst. Dann sind drei Fille zu
unterscheiden:

1. In { wird abgewickelt, in % jedoch nicht. Dann ist 09Xs.402 € Sub(o1X1.401) und
damit ist o1 X1.91 groBer als g9 Xs.909.

2. In x wird abgewickelt, in { jedoch nicht. Dann ist o1 X7.47 € Sub(o2X2.1p2) und
damit ist o9 Xs.19 grofer als o1 X1.91.

3. In % und 1 wird abgewickelt. Dann existiert wegen der Halbverbandseigenschaft®
eine Formel 13 mit 01 X7.11 € Sub(1)3) und 09X5.1p9 € Sub(1)3). Angenommen 1)3
wird nicht unendlich oft durchlaufen. Dann muf} einer der beiden Fille 1. oder 2.
gelten. Falls 13 aber ebenfalls unendlich oft durchlaufen wird, muf} 13 auch eine
Fixpunktformel oder eine Unterformel einer Fixpunktformel 14 sein, die gleichfalls
unendlich oft durchlaufen wird.”

5Diese ist aufgrund der symmetrischen Spielregeln und Komplementbildungsregeln (s. Def. 1.4.4 und 2.1.2)
wohldefiniert.

%s. Def. 1.2.5

7ES kann auch gelten: ¢3 = 0'1X1.1[)1, bZW. 1p3 = 0'2X2.¢2
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Damit ist gezeigt, dafl die Menge der unendlich oft auftretenden Fixpunktformeln in einer
Partie immer ein Maximum besitzt, wodurch der Sieger eindeutig bestimmt ist. O

Def. 2.1.9 Eine Gewinnstrategie fiir P ist eine partielle Abbildung

st Cr(s,9) = Cr(s, )
mit
e dom(s) ={ C; € Cr(s,¢) | P ist in C; am Zug }

e Wenn P in jeder Konfiguration C; die Nachfolgekonfiguration ¢(C;) wéhlt, dann ge-
winnt P jede mogliche Partie.

Ein Spieler P gewinnt das Spiel T'y, 7(so,¢), falls es eine Gewinnstrategie fiir P
gibt. o

Lemma 2.1.10 P gewinnt das Spiel Ty, 7(s,¢) = P¢ gewinnt das Spiel Ty 7(s, )
nicht.

Beweis: Wenn P eine Gewinnstrategie hat, dann kann er unabhingig von den Ziigen
seines Gegners das Spiel in eine Partie zwingen, die er gewinnt. Damit kann der Gegner
PC keine Gewinnstrategie haben, weil die Gewinnbedingungen eindeutig sind. O

Def. 2.1.11 Sei ¢ eine Gewinnstrategie fiir Spieler P auf dem Spiel Iy, 7 (s, ¢). Dann ist
die duale Strategie ¢ fiir P¢ auf Loe r(s, ) definiert durch:

C(s,9) := (t,x) falls ¢(s,9°) = (£,x°) o

Lemma 2.1.12 Jloise gewinnt das Spiel I', 7(s,) < Vbelard gewinnt das Spiel
T e 7(s,¢°).

Beweis: =: Angenommen Jloise gewinnt das Spiel I'; 7(¢,). Dann existiert eine Partie,
fiir die es drei Moglichkeiten gibt:

1. Die Partie endet in der Konfiguartion (s,tt). Dann endet die duale Partie von
T e 7(s,¢°) in (s, £f).

2. Die Partie endet in einer Konfiguration (s, [a]i)). Dann endet die duale Partie von
FtpC,T(Sa (»Oc) in (S’ <‘1>’¢)

3. Die Partie ist unendlich, und die gréfite Variable, die unendlich oft durchlaufen wird,
ist vom Typ v. Dann durchliuft die duale Partie in T ¢ (s, ¢°) eine Variable vom

Typ p.
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Jloise gewinnt also keine duale Partie in T'jc (s, ¢%) zu einer Gewinnpartie in Ty, 7(s, ¢).
Stattdessen kann Vbelard mithilfe der dualen Strategie zu Jloises Gewinnstrategie eine
Gewinnpartie fiir sich erzwingen. Damit hat er exakt dieselben Ziige auf den Komplement-
formeln gemacht wie Jloise sie auf den urspriinglichen Formeln gemacht héitte.

<: genauso, wegen ¢ = . O

Mit Lemma 2.1.12 ist zudem noch gezeigt, dal die duale Strategie auch eine Gewinnstra-
tegie ist.

Lemma 2.1.13 Sei P € {Vbelard,loise} und ¢ die Ubersetzungsfunktion von Ly nach
HML aus Def. 1.5.1. Dann gilt:

P gewinnt das Spiel 'y, 7(s,) < P gewinnt das Spiel T'¢(,) 7(s,{(9))
Beweis: Wir zeigen das Lemma durch Induktion iiber den Formelaufbau.
e ¢ = tt: Klar, wegen ((¢) = tt.
e ¢y = ff: Klar, wegen ((¢) = £f.

o ) = @1 V py: Ybelard, bzw. Jloise, gewinnt ', 7(s,4) < Vi€ {1,2}, bzw. Ji €

{1,2}, Vbelard, bzw. Jloise, gewinnt das Spiel 'y, (s, ¢;) X vie {1,2}, bzw.
Ji € {1,2}, Vbelard, bzaw. Jloise, gewinnt das Spiel T'¢(,) 7(s,((pi)) < Vbelard,
bzw. Jloise gewinnt T'¢(,) 7(s,{(9))

o ) = 1 A py: Vbelard, bzw. Jloise, gewinnt ', 7(s,9) & Ji € {1,2}, baw. Vi €

{1,2}, Vbelard, bzw. 3loise, gewinnt das Spiel T, 7 (s, ®;) < 3 e {1,2}, baw.
Vi € {1,2}, Vbelard, bzw. Jloise, gewinnt das Spiel I'¢(,,) 7(s,((pi)) & Vbelard,
bzw. Jloise gewinnt T'¢(,) 7(s,{(9))

e 1) = (a)x: Vbelard, bzw. Jloise, gewinnt 'y, 7(s,9) < Vi, bzw. I, mit s % ¢, so

daB Vbelard, bzw. Jloise, das Spiel 'y, 7(s, x) gewinnt & Vi, bzw. 3t, mit s > ¢,
so daB Vbelard, bzw. loise, das Spiel T'¢(,) 7(s,((x)) gewinnt <« Vbelard, bzw.

Jloise gewinnt T,y 7(s,((1))

e 1) = [a]x: Vbelard, bzw. loise, gewinnt ', 7(s,9) < 3It, baw. Vi, mit s %1, s0
daB Vbelard, bzw. Jloise, das Spiel 'y, 7(s, x) gewinnt & 3¢, bzw. Vi, mit s > ¢,
so daB Vbelard, bzw. Jloise, das Spiel '¢(,) 7(s,((x)) gewinnt <« Vbelard, bzw.
Jloise gewinnt T'¢(y) 7(s, (1))

e Yy = oX.x: Fiir diese Fille unterscheiden wir, auf welche Art und Weise P das
Spiel T'y, 7(s,1) gewinnt. Ist die Gewinnpartie endlich oder unendlich, ohne v un-
endlich oft zu durchlaufen, dann gilt: P gewinnt ', 7(s,0X.x) < P gewinnt
'y 7(s,x[X/oX.x]). Somit gilt das Lemma auch in diesen Fallen per Induktion.

Sei nun die Gewinnpartie unendlich und 0.B.d.A. damit ¢ die groite, unendlich oft
auftretende Fixpunktformel.
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— ¢ = puX.x: Sei P = Vbelard: Wir zeigen diesen Fall durch Induktion iiber den
Parameter n der un fold-Funktion.
> n = 0: ((¢) = £f und Vbelard gewinnt somit T'¢(,) 7(s, (%))
> n > 0: Vbelard gewinnt T', 7(s,%) < Vbelard kann die Partie zu einer

Konfiguration (¢, X), mit ¢ € S, lenken.? % Vbelard kann die Partie in
die Konfiguration (s,unfold(x,u,X,n — 1) lenken. < Vbelard gewinnt
L), 7(s,unfold(x, p, X,n)) < Vbelard gewinnt T'¢,y 1(s, ( (1))

Sei nun P = Jloise: Jloise gewinnt ', 7(s,1) nicht. Genauso wie im Fall
P = Vbelard gewinnt Jloise dann auch nicht das Spiel I'¢(, 7(s, { (1))
— ¢ = vX.x: Sei P = Jloise: Wir zeigen diesen Fall durch Induktion iiber den
Parameter n der un fold-Funktion.
> n = 0: ((¢) = tt und loise gewinnt somit L'¢(,) 7(s, (1))
> n > 0: loise gewinnt 'y 7(s,9) < Tloise kann die Partie zu einer

Konfiguration (¢,X), mit ¢ € S, lenken. & Jloise kann die Partie in
die Konfiguration (s,unfold(x,v,X,n — 1) lenken. < 3Floise gewinnt

L), 7(s,unfold(x,v,X,n)) < IFloise gewinnt T'¢(py 7(s,{ (1))
Sei nun P = Vbelard: Vbelard gewinnt I'y, 7(s,) nicht. Genauso wie im Fall
P = Jloise gewinnt Vbelard dann auch nicht das Spiel T'¢(, 7(s,{ (%)) O

Satz 2.1.14 Sei T = (S, T, Acts, \) mit s € S und ¢ € L{°. Dann gilt:
(T,s) = <« 3loise gewinnt das Spiel T'y, 7(s, ¢)

Beweis: = : Wir zeigen die Korrektheit der Aussage durch Induktion iiber den Formel-
aufbau. Wegen Lemma, 2.1.13 brauchen wir nur HML-Formeln zu betrachten.

o ¢y = tt: Fiir alle (7,s) gilt: (7,s) = tt und Ty 7(s,9)=(s,tt) wird von Floise
gewonnen.

e ) = ff: Fiir kein Paar (7,s) gilt (7,s) = ff. Somit ist die Aussage auch richtig,
obwohl Vbelard Ty, 7(s, 1) gewinnt.

o) = Vipo: (T,s) E v < (T,s) = 1 oder (T,s) = ¢o = Iloise ge-
winnt das Spiel T'y, 7(s,11) oder das Spiel 'y, 7(s,42) < Jloise gewinnt auch
Lo7(s,9) =... = (s,9) =11 (s,%:) = ... , weil er die Teilformel 1); wihlen kann.

e p=9APy: (T,8) =9 & (T,s)l=v, und (T,s) =y = Iloise gewinnt das
Spiel 'y 7(s,%1) und das Spiel 'y 7(s,%2) < Jloise gewinnt auch Ty, 7(s,1)) =
oo = (8,%) =1 (8,%;) — ... , obwohl Vbelard die Teilformel v; wihlt.

etp = (a)x: (T,s) =9 © FHte Smits > tund (T,t) Ex = 3Ite
S mit s % t und Jloise gewinnt das Spiel L', 7(t,x) < 3loise gewinnt auch
Ly7(s,9) =... > (s,9) =11 (t,x) = ... , indem er den Folgezustand ¢ wihlt.

8 Ansonsten wiirde die Partie nicht unendlich oft 1 durchlaufen.
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etp=lax: (T,s)=v¢ <« Vie S gilt, wenn s = ¢ dann (T,t) Ex = Vie
S gilt, wenn s — t dann gewinnt 3loise das Spiel I'y7(t,x) < 3loise gewinnt
auch T'y 7(s,9) = ... = (s,%) =1 (t,x) — ... , unabhingig davon, welchen
Folgezustand t Vbelard wihlt.

< : Wir zeigen die Vollstindigkeit der Aussage auf indirekte Weise: (T,s) j& ¢ &
(T,s) = ¢ *2* Floise gewinnt ch,T(s,goC) *&” Vbelard gewinnt Ty, 1(s, ) ="
Jloise gewinnt T'y, 7(s,¢) nicht. O

Korollar 2.1.15 Sei 7 = (5,7, Acts,\) mit s € S und ¢ € L. Dann hat entweder
Vbelard oder Jloise eine Gewinnstrategie fiir das Spiel 'y, 7(s, ¢).

Beweis: Angenommen, loise hat keine Gewinnstrategie fiir I'y, 7(s, @) = (T, s) B
2

& (T,s) E ¢¢ =" 3Jloise hat eine Gewinnstrategie fiir Lo r(s,¢%) =
Vbelard hat eine Gewinnstrategie fiir I', 7(s, ¢). Genauso umgekehrt. O

2.2 Gamegraphen

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie man die Spiele des vorigen Abschnitts benutzen
kann, um automatisch Model Checking fiir den p-Kalkiil durchzufiihren.

Def. 2.2.1 Sei T = (5,7, Acts, ), s € S und ¢ € L. Der Gamegraph (oder Spiel-
graph) zu s und ¢ ist:

gT(S,(P) = (Va E) mit
1% C S x Subyp)
E = { ((t¥),(u,x) | tues, ¥,x € Sublp),

(5,) = (£,x) ist ein Zug in Ty 7(s, ) }

Die Knotenmenge V' des Graphen soll dabei stets nur alle von der Startkonfiguration aus
durch die Kantenrelation E erreichbaren Konfigurationen enthalten. o

Ein Gamegraph ist somit die ,, Vereinigung® aller moglichen Partien fiir ein Transitionssy-
stem und eine Formel, bzw. eine Partie ist ein Pfad in dem entsprechenden Gamegraphen.

Bsp. 2.2.2 Abb. 2.1 zeigt den Gamegraphen zu dem Transitionssystem aus Abb. 1.1 und
der Formel p = vX.(a)tt A (—)X.

Def. 2.2.3 Sei Gr(s,¢) = (V,E) ein Gamegraph und v = (s,4) € V. Dann ist der
Fixpunkttyp von v der Fixpunkttyp der gréfiten Fixpunktformel x, so dafl gilt:

X € Sub(p), ¥ € Sub(x) o
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Abbildung 2.1: Ein Gamegraph.

Def. 2.2.4 Sei T = (5, T, Acts,\), s € S und ¢ € LY. Der gefirbte Gamegraph zu s
und ¢ ist:

Gr(s,9) = (V,E,x) mit
(V,E) ist der Gamegraph zu s und ¢.
k:V — {Red,Green} ist eine Farbungsfunktion der Knotenmenge.

Wenn noch

k(t,9) = Green < Floise gewinnt das Spiel T'y, 7(,)

gilt, dann nennen wir den Gamegraph korrekt gefiirbt.’
Unter dem Ausdruck Farbeproblem fiir Gamegraphen verstehen wir dann die Aufgabe,
zu einem gegebenen Gamegraphen eine korrekte Fiarbung zu finden. o

Bsp. 2.2.5 Abb. 2.2 zeigt den gefarbten Gamegraphen zu dem vorherigen Bsp. 2.2.2.

9Da wir uns nur fiir korrekt gefirbte Gamegraphen interessieren, nehmen wir uns die Freiheit, im folgen-
den einen Gamegraph nur gefdrbt zu nennen, wenn wir meinen, daf§ er korrekt gefirbt ist. Sollte ein
Gamegraph nicht korrekt gefirbt sein, so werden wir dies explizit anmerken.
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]
s, ¢) = Red

K(s, §) = Green /
Gy, @t

‘ S, VX.<adtt a<->X ‘ @aﬂt A<->X
s, <adtt A<->X @

Abbildung 2.2: Ein korrekt gefirbter Gamegraph.

Lemma 2.2.6 Sei Gy(s,¢) = (V, E, k) ein gefirbter Gamegraph. Dann gilt:

(T,s) Ep < K(s,p) = Green

2.2.4

Beweis: k(s, ) = Green & 3loise gewinnt das Spiel T'y, 7(s, ¢) B (T,s)Ee O

2.2.1 Boolesche Gleichungssysteme

Jeder Gamegraph 148t sich in linearer Zeit in ein boolesches Gleichungssystem um-
wandeln, so dafl die Farbung des Graphen der Losung des Gleichungssystems entspricht.
Die Idee, die hinter dieser Transformation steht, ist, jeden Knoten als Variable aufzufas-
sen. Die bestimmenden, rechten Seiten der Gleichungen sind entweder eine Konjunktion
oder eine Disjunktion von Variablen und den atomaren, booleschen Konstanten true
und false. Dabei werden die Konfigurationen, in denen Vbelard wihlen kann, zu Kon-
junktionen, weil er widerlegen muf}, withrend Jloise’s Konfigurationen auf Disjunktionen
abgebildet werden, weil sie die Formeln beweisen mu#f.

Jede Gleichung des Systems erhilt noch einen Index y oder v, der besagt, ob der kleinste
oder der grofite Fixpunkt der entsprechenden Gleichung berechnet werden soll. Dabei sind
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it

Abbildung 2.3: Gamegraph mit Variablenzuordnung.

diese Indizes nur interessant fiir Gleichungen, die wirklich eine Rekursion enthalten, d.h.
deren entsprechende Knoten im zugehorigen Gamegraphen auf einem Zykel liegen.
Wir zeigen diese Transformation anhand eines Beispiels:

Bsp. 2.2.7 Das boolesche Gleichungssystem zum Gamegraph aus Bsp. 2.2.2 ist:

Xo =» Xi X1 = XoAXj
Xy =, X3VX4 X3 =, true

X, =, true X5 =, X¢VXu
Xe =» X7 X7 =, Xg

X3 =, Xg A X X =y false
X190 =» false X1 = X1

X2 =» Xi3 X3 =, XuuAXs
X4 =y Xi5 X5 =, true

X6 =» Xir X1z = Xo

Die Zuordnung zwischen Knoten und Variablen ist dabei Abb. 2.3 zu entnehmen.

Bem. 2.2.8 Ist die Formel aus dem Gamegraphen alternierungsfrei, dann hat das zu-
gehorigen Gleichungssystem eine eindeutige Losung.

Verschiedene Verfahren zum Lésen boolescher Gleichungssysteme, vor allem im Zusam-
menhang zum Model Checking fiir den p-Kalkiil, werden in [Mad97] vorgestellt. Einen
Uberblick iiber boolesche Gleichungssysteme im Generellen gibt [Fec96].
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2.2.2 Alternierende Automaten

In [Eme96] findet sich die Idee, daB sich das Férben von Gamegraphen auf das Leerheits-
problem einer bestimmten Klasse von alternierenden Automaten ([CKS81, MH84,
MS87, HU80]) zuriickfithren 148t. Im Falle des vollen p-Kalkiils sind dies Rabin-Auto-
maten, die auf unendlichen Wortern arbeiten. Diese unterscheiden sich von normalen
Biichiautomaten lediglich in der Akzeptanzbedingung. Wahrend zur Erkennung ei-
nes Wortes durch einen Biichi-Automaten ein Zustand der Endzustandsmenge unendlich
oft durchlaufen werden muf), hat ein Rabin-Automat mit Zustandsmenge @} eine Enzu-
standskomponente

S:{(Fo,Go),...,(Fn,Gn)}, mit FZ,GZQQ fiir Vi:1,...,n

fiir ein n € IN. Damit ein Rabin-Automat ein Wort akzeptiert, muf es ein Paar (F;,G;) € §
geben, so daf ein Zustand aus F; unendlich oft durchlaufen wird, ohne daf ein Zustand
aus (G; unendlich oft durchlaufen wird.

Um die Ubergangsfunktion eines alternierenden Automaten angeben zu kénnen, brauchen
wir noch eine Definition:

Def. 2.2.9 Sei M eine Menge. Dann ist B~ (M), die Menge der einfachen booleschen
A usdriicke iiber M, definiert durch:

B~ M)= {mi A ... N my | n€IN, meM fir Vi=1,...,n} U
{mi VvV ... Vm, | neIN, meM fir Vi=1,...,n} °

Die allgemeine Ubersetzung eines Gamegraphen G7 (s, ) = (V, E) in einen alternierenden
Automaten A = (Q, X, qo, 0, F) sieht folgendermafien aus:

e Q=V

e ¥ = {o}, d.h. das Alphabet ist einelementig, da die Kanten eines Gamegraphen
unbeschriftet sind. Damit ist das einzig mogliche Wort, das der Automat erkennen
kann o%.

e go = (s,¢), d.h. der Anfangszustand des Automaten ist die Wurzel des Gamegra-
phen.

d:Q — B (Q) ist gegeben durch

A { (@&x) | ((s,9),(t,x) € E und Vbelard wihlt in (s,¢) }

§(s,9) =9 V { (&:x) | ((s,4),(t,x)) € E und Floise wihlt in (s, ¢) }
(s,v), falls (s,%) im Gamegraph keinen Nachfolger hat.

o §={ (F,Gi) | i=1,...,ad(p) } U {Fo,0}, wobei

={(stt) [ s€S} U {(s[ay) | Ba Btes st}
{

Fy
F; (s, v X)) | s€8, ad(vX.yp) =1 }
Gi={ (s,uY.x) | s€S, vX.ap € Sub(x) fir ein (s,v X)) € F; }
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Man sieht, dal sich mithilfe der Akzeptanzbedingung von alternierenden Rabin-Automa-
ten und dieser Konstruktion folgender Zusammenhang ergibt:

Lemma 2.2.10 Sei I, 7 (s, ) ein Spiel mit zugehérigem Gamegraphen G und Ag der
entsprechende alternierende Rabin-Automat. Dann gilt:

Jloise gewinnt das Spiel T'y, (s, ) < Ag erkennt das Wort o“

Beweis: Angenommen, Jloise gewinnt das Spiel I'y, 7(s, ¢). D.h. eine Partie des Spiels
endet entweder in einer Konfiguration (s,tt) oder (s,[a]y) oder sie ist unendlich, und
die groBte Fixpunktformel, die unendlich oft durchlaufen wird, ist vom Typ v. Aufgrund
der Konstruktion der Ubergangsfunktion & durchliuft der Automat in beiden Fillen eine
Schleife. Da Jloise gewinnt, kann es keine grofere Fixpunktformel vom Typ u geben, die
ebenfalls unendlich oft durchlaufen wird. Damit ist genau die Erkennungsbedingung fiir
alternierende Rabin-Automaten erfiillt. |

Damit ist das Model Checking fiir den p-Kalkiil auf das Leerheitsproblem fiir alternie-
rende Rabin-Automaten zuriickgefiihrt. Dies hat im allgemeinen Fall jedoch exponentielle
Komplexitdt, was speziell fiir den alternierungsfreien Fall zu hoch ist. Es stellt sich die
Frage, ob sich alternierende Rabin-Automaten in geeigneter Weise einschrianken lassen, so
daB

e das Leerheitsproblem fiir solche Automaten in linearer Zeit entscheidbar ist.

e sich diese Automaten genau eignen, um Model Checking fiir den alternierungsfreien
p-Kalkiil durchzufiithren.

In [BVWY94] wird u.a. gezeigt, daf} sich dazu im alternierungsfreien Fall sogenannte I-letter
simple weak alternating automata ([MSS92]) eignen. Dies sind alternierende Automaten
iilber unendlichen Wértern mit folgenden Einschrankungen:

e 1-letter: Das Alphabet, iiber dem der Automat arbeitet, enthilt, wie bereits er-
wéhnt, nur einen Buchstaben. Damit ist die erkannte Sprache des Automaten A

entweder L(A) = () oder L(A) = {o“}.

e simple: Im allgemeinen 148t man bei alternierenden Automaten in der Transiti-
onsfunktion eine beliebige boolesche Kombination von Nachfolgezustinden zu. Ein
alternierender Automat ist dann simple, wenn seine Transitionsfunktion vom ein-
geschrinkten Typ § : @ — B~ (Q) ist. Dies ist im allgemeinen schon ausreichend
fiir jede Klasse von alternierenden Automaten, falls die Grofle des Automaten keine
Rolle spielt.

e weak: Ein alternierenden Automat ist weak, falls sich seine Zustandsmenge @) in dis-
junkte Mengen Q; zerlegen 1ifit, so daf} fiir alle 7 entweder Q; C F oder Q; N F =0
gilt, wobei F' die Endzustandsmenge des Automaten (mit Biichi-Akzeptanzbedin-
gung ist). Im ersten Fall bezeichnen wir @); als akzeptierende, im zweiten Fall als
verwerfende Menge. Zusdtzlich mufl eine partielle Ordnung < auf der Menge der
Q; existieren, so dafl alle Transitionen des Automaten in dem gleichen (); blei-
ben, oder in eine andere Teilmenge (); fiihren, fiir die gilt: @Q; < @;. Wegen der
Endlichkeit der Zustandsmenge folgt, daf jeder Pfad in dem Automaten schliellich
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nur noch Zustéinde einer einzelnen Menge ); durchlduft. Dies ist bei alternieren-
den Automaten, die aus der Ubersetzung von Gamegraphen mit alternierungsfreier
p-Kalkiil-Formel entstehen, der Fall, weil die Partition der Zustandsmenge den Zu-
sammenhangskomponenten des Gamegraphen entspricht, die zu einem Fixpunkttyp
gehoren. 10

e Auflerdem kann man bei 1-letter simple weak alternating automata auf die komplexe
Struktur der Endzustandskomponente verzichten und stattdessen eine Endzustands-
menge F' C Q mit herkommlicher Biichi-Abzeptanzbedingung wihlen.

Folgender Satz beschreibt die Idee des Model Checking durch Reduktion auf alternierende
Automaten.

Satz 2.2.11 Sei I', 7(s, ) ein Spiel mit zugehérigem Gamegraphen G und Ag der ent-
sprechende alternierende Automat. Dann gilt:

L(A) = {“} & k(s,¢) = Green,
wobei (s, ) die Wurzel des Gamegraphen ist, der dem Automaten A entspricht.

Beweis: Folgt sofort aus Lemma 2.2.10. O

Bsp. 2.2.12 Der entsprechende Automat zu dem Gamegraph aus Bsp. 2.2.2 ist A =
(Q,%,0,q0,F), wobei

o Q:{Qanla"'aq17}
. - {a)

e F'={q,---,g5:q11,---,q17}
¢ 0:Q — B (Q), mit

d(go,a) = @ dqi,a) = q2Ngs
0(g2,8) = @3Vau o(gs,a) = @3
6(ga,0) = qu 6(gs,a) = g6 Van
o(ge,a) = g7 é(gr,a) = g
6(gs;a) = g9 Aquo 6(g9-a) = q
5(q10,0) = quo é(qr1,a) = quo
dqi2,a) = q3 dq3,8) = quaNqs
dqua,a) = qis daqis5,8) = qus
daqis,a) = qir dqi7,8) = qo

Damit 148t sich @ partitionieren in @; = Q\F und Q2 = F mit der partiellen Ordnung
Q1 < Q2.

Ein Algorithmus, der das Leerheitsproblem fiir 1-letter simple weak alternating automata
16st, wird in [KWV98] angegeben.

105 Abschn. 2.2.3
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Abbildung 2.4: Ein leicht zu firbender Gamegraph.

2.2.3 Eigenschaften von Gamegraphen

Gamegraphen, die gleichzeitig Biume sind, lassen sich einfach mit einer Variante des
Tiefensuche-Algorithmus firben. Dabei durchliuft man den Baum bis zu seinen Blit-
tern, die Konfigurationen der Form (s, tt), (s, ff), (s, (a)®) oder (s, [a]i) sein miissen. Die
Farbe dieser Knoten wird dann mithilfe der Rekursion an die dariiberliegenden Knoten
weitergegeben. Dort berechnet sich die neue Farbe aus der Kombination der Farben der
Sohnknoten.

Bsp. 2.2.13 Gébe es in dem Transitionssystem aus Abb. 1.1 die Kante von s; nach s
nicht, dann wire der Gamegraph aus Bsp. 2.1 ein Baum und wiirde so aussehen, wie er in
Abb. 2.4 dargestellt ist.

In einem Gamegraph kann es jedoch auch Knoten geben, die den Graphen von einem
Baum unterscheiden. Offensichtlich miissen dies Knoten u sein, fiir die gilt:

ingrad(u) > 1 (2.1)

oder
ingrad(w) > 1

falls w die Wurzel des Gamegraphen ist.

Def. 2.2.14 Wir betrachten einen Graphen (V, E) mit u,v,w € V paarweise verschieden
und (v,u) € E, (w,u) € E. Damit gilt Gl. 2.1 fiir u. Wir unterscheiden zwei Fille:

33



KAPITEL 2. SPIELBASIERTES MODEL CHECKING

e Es existiert ein Pfad der Linge > 1 von u zu sich selbst und genau einer der beiden
Knoten v und w tritt auf dem Pfad auf. Wir nennen v dann einen Zykelknoten.

e Es existiert ein weiterer Knoten z, so dafl u von z iiber zwei verschiedene Pfade zu
erreichen ist und v und w nicht auf demselben Pfad auftreten. In diesem Fall nennen
wir v einen Joinknoten. o

Da vor allem die Zykelknoten beim Féarben des Gamegraphen eine besondere Rolle spielen,
beweisen wir noch eine allgemeine Eigenschaft, die insbesondere auch auf sie zutrifft:

Lemma 2.2.15 Sei ¢ alternierungsfrei. Dann 148t sich an jedem Knoten (,1)) eines Ga-
megraphen G7(s, ), der auf einem Zykel im Graphen liegt, in Zeit O(|¢|) entscheiden,
welches der Typ der grofiten auftretenden Fixpunktformel ist.

Beweis: Der Zykel des Graphen bildet das Ende einer unendlichen Partie des Spiels
'y 7(s,¢). Nach Lemma 2.1.8 hat diese Partie aufgrund der Eindeutigkeit der grofiten
auftretenden Fixpunktformel einen eindeutigen Gewinner. Um herauszufinden, in wel-
chem Kontext einer Fixpunktformel die Formel 1 innerhalb von ¢ auftritt, mufl man ¢
hochstens einmal durchlaufen. |

Der naive Tiefensuche-Algorithmus, der auf Bdumen einwandfrei arbeitet, mufl aufgrund
der Zykelknoten leicht abgedndert werden, um echte Gamegraphen korrekt firben zu
konnen. Damit die Terminierung weiterhin gewéhrleistet ist, miissen Knoten, die einen
Zykelknoten als Nachfolger haben, wie Blitter behandelt werden. Nach Lemma 2.2.15
kann man ihnen die Farbe Red (bzw. Green) zuweisen, falls sie auf einem Zykel liegen,
der vom Typ p (bzw. v) ist. Dies entspricht im Algorithmus Fixpunktberechnung der
Initialisierung von Variablen mit den Zustandsmengen (§ (bzw. S).

Eine weitere Eigenschaft, die bereits im Zusammenhang mit alternierenden Automaten
im Abschn. 2.2.2 angesprochen wurde, ist, daf} sich ein Gamegraph mit zugrundeliegender
alternierungsfreier Formel sinnvoll in Zusammenhangskomponenten zerlegen 1ifit.

Lemma 2.2.16 Sei ¢ alternierungsfrei und Gr(s,¢) = (V, E) der Gamegraph zu ¢ und
einem Transitionssystem 7 = (5,7, Acts,\) mit s € S. Dann existiert eine Partition
I=%,...,V, von V, so daf fiir v,w € V gilt:

a):veV,undw €V, fireini € {1,...,n} = v und w haben den gleichen Fixpunkttyp.
b): 3 ein Weg von v nach w und 3 ein Weg von w nachv = 3 mitv € V;und w € V;

Beweis: Der Algorithmus PARTITION aus Abb. 2.5 findet eine Partition II = V,...,V,
der Knotenmenge V eines Gamegraphen. Er ist eine Instanz des Tiefensuchealgorithmus
auf Graphen, der die besuchten Knoten der Reihe nach nummeriert. Der Unterschied
besteht darin, dafl der Algorithmus PARTITION nur dann einen Knoten mit einer neuen
Nummer markiert, wenn er beim Zuriicklaufen eine Fixpunktformel gefunden hat, deren
Typ verschieden von dem der zuletzt besuchten Fixpunktformel ist. Dadurch gilt fiir die
Grofle n der Partition im alternierungsfreien Fall:

n < fd(p)
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Eingabe: Gamegraph Gr(s,¢) = (V,E), veV
global: i:=0, t:=undefined, Vv € V : m(v) := 0, visited(v) := false
Ausgabe: Partition IT=V4,...,V,

PARTITION(v) =
if wvisited(v) then
return ;
visited(v) := true;
S = {weV | (vyuw)eFE };
forall we S do
PARTITION(w);
if v = (s,0X.4)) und t # o then
t:=o0;
1: =14+ 1;
m(v) =1

Abbildung 2.5: Der Partitionierungsalgorithmus fiir Gamegraphen

falls der Gamegraph Gr(s, ) ist. Die Partition II erhélt man letztendlich iiber folgende
Gleichungen:
Vi ={veV |m=i}

a): Seien v und w Knoten aus V, die nicht denselben Fixpunkttyp haben und sei v der
zuerst besuchte Knoten. Weil der Algorithmus dann zwischen w und v mindestens einmal
die Variable i erhtht haben mu8,!! gilt:

m(v) > m(w) + 1

Damit kénnen v und w nicht in demselben V; liegen.

b): Angenommen, es gilt v € V; und w € Vj fiir i < j, und v und w seien stark zu-
sammenhingend. Dann bilden die beiden Wege, die v und w miteinander verbinden, den
sich unendlich oft wiederholenden Teil einer Partie des Spiels 'y, 7(s,¢). Da i < j gilt,
miissen in dieser Partie zwei Fixpunktformeln von verschiedenem Typ auftreten. Nach
Lemma 2.1.5 ist dies jedoch ein Widerspruch zur Alternierungsfreiheit von . O

Def. 2.2.17 Wir nennen ein Element einer Partition aus Lemma 2.2.16 Gamegraph-
komponente. o

Lemma 2.2.18 Sei7 = (5,7, Acts, \) mit s € S. Dann sind die Gamegraphen Gr(s, ) =
(V,E) und G7(s,¢%) = (V', E') zu einer p-Kalkiil-Formel ¢ und zu deren Komplement
¢ isomorph:

Gr(s,0) = Gr(s,¢°)

" Beachte, daB sich aufgrund der Tiefensuche die Reihenfolge zum Markieren vertauscht hat.

35



KAPITEL 2. SPIELBASIERTES MODEL CHECKING

Beweis: Dazu definieren wir einen Isomorphismus 7y : V' — V' folgendermafien:

(s,1) = (5,9°)
Wegen Def. 1.4.4 ist v injektiv und surjektiv, und es gilt auflerdem:

(v,w) €E & (y(v),7(w)) € E' O

Bem. 2.2.19 Betrachtet man einen gefirbten Gamegraphen G (s, ) = (V, E, k) und den
entsprechenden Gamegraphen G (s, %) = (V', E',&') zu der Komplementformel, dann
gilt:

k(v) = Green & k'(y(v)) = Red

Um das Model Checking Problem zumindest im alternierungsfreien Fall effizient 16sen zu
konnen, brauchen wir Kriterien, die besagen, wie man lokal, also an einzelnen Knoten,
eine korrekte Farbung erzeugen kann. Das néchste Lemma zeigt, welche Bedingungen dazu
vorliegen miissen.

Def. 2.2.20 Sei C; — ... ein Pfad, der in einem Gamegraphen aus einem Zykel vom Typ
o herausfiihrt,'? heifit bestimmend, falls gilt:

e o =y und Jloise wihlt in Cj, oder

e 0 = v und VYbelard wihlt in C;. o

Ein Pfad heiffit somit bestimmend fiir einen Zykel, wenn der Spieler, der durch den Zykel
verlieren wiirde, das Spiel in diesen Pfad lenken kann. Der endliche Pfad in Abb. 2.7 ist
z. B. bestimmend.

Lemma 2.2.21 Sei G7(s,¢) = (V, E, k) ein gefirbter Gamegraph mit alternierungsfreier
Formel ¢ € £, und s,t,u € V. G (s, p) ist genau dann korrekt gefiirbt, wenn gilt:

) k(t,0X18) = R{t,1f)
b) k(t, X) = k(t,0X.9)
) = Green

c) K

£t
) k(t,ff) = Red

o

(
e) k(t, 1 V o) = Green < Ji€ {1,2} mit k(t,¢;) = Green

"

) K(t, o1 Aws) = Red < Fi € {1,2} mit x(t, ;) = Red
g) k(t, (a)y) = Green < Ju €V mit t % u und k(u,y) = Green
h) x(t,[a]) = Red < Ju €V mit ¢t % u und k(u, ) = Red

2Der Knoten C; liegt somit auf dem Zykel.
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i) Ein Zykel, aus dem kein bestimmender Pfad herausfiihrt, ist vollstindig mit Green
gefirbt, falls der Zykel durch Abwickeln einer v-Variable entstanden ist. Im u-Fall
ist er vollstdndig mit Red geféirbt.

Beweis: Einige Fille lassen sich analog behandeln.

a), b) Diese Konfigurationen haben jeweils genau eine Nachfolgekonfiguration, und kein
Spieler hat in ihnen eine Wahlméglichkeit. Daher mufl der Gewinner immer derselbe
sein.

¢), d) folgt sofort aus den Gewinnbedingungen fiir endliche Spiele in Def. 2.1.3.

e), g) In diesen Konfigurationen hat Jloise die Wahl. Wenn sie also eine Nachfolgekon-
figuration findet, von der aus sie gewinnt, dann gewinnt sie auch aus der aktuellen
Konfiguration heraus.

f), h) In diesen Konfigurationen hat Vbelard die Wahl. Wenn er also eine Nachfolgekon-
figuration findet, von der aus er gewinnt, dann gewinnt er auch aus der aktuellen
Konfiguration heraus.

i) Diese nicht-lokale Bedingung ist notwendig, weil Zykel, aus denen kein bestimmender
Pfad herausfiihrt, nach den Bedingungen a)-h) sowohl mit Green als auch mit Red
gefarbt sein konnten. Da aber auf solchen Zykeln offensichtlich nur eine einzige,
unendliche Partie méglich ist, und Jloise diese gewinnt, wenn es sich um einen v-
Zykel handelt, muf} in diesem Fall der gesamte Zykel mit Green gefarbt sein. Genauso
muf er vollstindig mit Red gefiirbt sein, wenn es sich um einen u-Zykel handelt, weil
Vbelard die einzige Partie auf diesem Zykel gewinnt. O

Bem. 2.2.22 Das Model Checking Problem fiir [,b liegt in NP.

Obwohl diese Aussage schon in Satz 1.4.7 gezeigt wurde und dariiberhinaus eine viel zu
grofle obere Schranke fiir die Komplexitit des Model Checking Problems fiir den alternie-
rungsfreien p-Kalkiil liefert, erwiéhnen wir sie hier dennoch, weil sich aus Lemma 2.2.21
leicht der nichtdeterministische Algorithmus VIALC (s. Abb. 2.6) fiir dieses Problem kon-
struieren l48t. Er hat polynomielle Laufzeit und beinhaltet bereits grundlegende Ideen fiir
den spielbasierten Algorithmus, der in Abschn. 2.8 vorgestellt wird.

2.3 Der Algorithmus CGG

Wir werden nun einen spielbasierten Algorithmus, der das Model Checking Problem fiir
den alternierungsfreien p-Kalkiil 16st, vorstellen, komplexitéitstheoretisch betrachten sowie
seine Korrektheit und Terminierung beweisen.
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Eingabe: T = (S, T, Acts,\), s€ S, p€ EL

1. konstruiere Gy(s,¢) = (V,E)

2. partitioniere Gr(s,¢) gemi Lemma 2.2.16 in
V=NU...UV,

3. for i1 =1,...,n do
farbe Komponente V; folgendermafien:

4, suche Zykel, aus denen kein bestimmender Pfad heraus-
filhrt und férbe diese gem&f Lemma 2.2.21 i)

5. for all v €V, do
falls v noch nicht geférbt wurde, dann errate
k(v) € {Red,Green}

6. for all v €V, do
priife, ob k(v) nach Lemma 2.2.21 a)-h) korrekt ist

Abbildung 2.6: Algorithmus VIALC(T, s, ¢).

2.3.1 Intuitive Beschreibung

Die allgemeine Vorgehensweise des Algorithmus ist, wie bereits oben gesagt, eine modifi-
zierte Tiefensuche durch den Gamegraphen. Dabei sucht man nach Bléttern, deren Farbe
man sofort anhand der Formelkomponente des Blattes feststellen kann, und Zykeln. Die
Zykelknoten werden zuerst wie Blidtter behandelt, damit der Algorithmus nicht unend-
lich lang durch den Graphen liuft. Aulerdem werden diesen Zykelknoten je nach dem
Fixpunkttyp des Zykels vorldufig eine Farbe zugewiesen. Dabei bedeutet ,,vorliufig“, dafl
diese spiter bei Bedarf verindert werden kann.

Daf} dies notwendig ist, siecht man in Abb. 2.7, die einen nicht korrekt gefirbten Zykel
zeigt. Die Tiefensuche-Strategie liel den Algorithmus zuerst zum linken Sohn an dem
durch V angedeuteten Oder-Knoten gehen. Auf diesem Pfad fand er dann einen Zykel, der
durch eine p-Formel entstanden ist. Aufgrund dessen firbte der Algorithmus zuerst den
Zykelknoten und schlieflich den gesamten Zykel zuriick bis an den Oder-Knoten mit Red.'
Ein Oder-Knoten wird jedoch selbst nur Red, wenn alle seine Nachfolger mit Red gefirbt
sind. Daher mufite der Algorithmus auch den rechten Sohn des Oder-Knoten untersuchen.
Dieser ist ein tt-Knoten, wird also mit Green gefarbt. Dadurch erhilt auch der Oder-
Knoten selbst die Farbe Green, welche dann weiter nach oben gereicht wird.

Man sieht, daf§ dies nicht zu einer korrekten Farbung des Gamegraphstiicks fithrte, weil der
Vorgéinger des Zykelknoten auf dem Zykel letztendlich mit Red gefdrbt ist, obwohl Jloise
von diesem Knoten aus eine Gewinnstrategie hat, denn sie gewinnt von dem Zykelknoten
aus.

13Dje Farbung der einzelnen Knoten ist genauso wie in Abb. 2.2 angezeigt.

38



2.3. DER ALGORITHMUS CGG

e

Abbildung 2.7: Ein nicht korrekt gefarbter Zykel.

Dies allein sorgt noch nicht dafiir, daB der Algorithmus eine nicht korrekte Antwort be-
rechnet. Fiithrt jedoch aus einem anderen Teil des Gamegraphen eine Kante in den Zykel,
enthélt der Zykel also einen Joinknoten, und iibernimmt der Algorithmus dort einfach
die vorhandene Farbe, dann konnen sich Fehler sehr wohl fortsetzen und zu einer nicht
korrekten Antwort des Algorithmus fiihren.

An Joinknoten die Farbe nicht zu iibernehmen, ist noch viel weniger sinnvoll, weil sich der
Algorithmus dann an jedem Knoten merken miifite, ob die Farbung bereits gesichert ist
oder nicht, was nicht einfach zu entscheiden ist. Um weder solche zusétzliche Information
vermerken zu miissen, noch die Terminierung des Algorithmus zu gefihrden, verlangen
wir, dafl eine Farbung eines Knoten korrekt sein muf}, bevor dieser sich als Joinknoten
entpuppen kann. D.h. der Algorithmus mufl die Fehlfirbung eines Zykels, wie z.B. in
Abb. 2.7 gegeben, beheben, bevor er diese Gamegraphkomponente wieder verlidft.

Abb. 2.8 zeigt den Algorithmus. Er erhilt als Eingabe ein Transitionssystem 7 =
(S, T, Acts, A) mit ausgezeichnetem Anfangszustand s und eine alternierungsfreie y-Kalkiil-
Formel . Folgende globale Datenstrukturen miissen zur Verfiigung stehen:

o Vit € S,Vip € Sub(p) : w(t,1p) C S x Sub(p)
Fiir jeden Knoten (t,1) merkt sich der Algorithmus diejenigen Zykelknoten, die
unmittelbarer Vorgidnger des Knotens selbst sind.

o Vt € S,Vip € Sub(p) : k(t, ) € {White, Green, Red}
Jeder Knoten erhilt zu Anfang die Farbe W hite. Dadurch lassen sich Zykel erkennen.
Zum Schluf} wird jeder besuchte Knoten entweder mit Green oder Red markiert sein.

e pred ist dazu da, sich den Knoten zu merken, der vor dem aktuellen besucht wurde.
Die Aufgabe der lokalen Variablen color ist lediglich, sich die soeben berechnete Farbe
Red bzw. Green des Knotens zu merken.

Zuerst priift der Algorithmus, ob der besuchte Knoten bereits gefirbt wurde. Ist dies der
Fall, dann kann die gefundene Farbe zuriickgegeben werden, da es sich um einen Joinknoten
handelte.
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Eingabe: T = (S,T,Acts,)\), s€ S, p € E}L

global: pred := undefined

Vi€ S Vi € Sub(p) : w(t, ) =0, k(t,7):= undefined
Ausgabe: Gr(s,¢) =(V,E), k:V — {Green, Red}

CGG(s, @) =
local color;
case k(s,p) of

Green —
Red —
W hite —

otherwise —

return Green

return Red
(s, ) == m(s,p) U {pred}

return CYCLETYPE-COLOR ()
pred = (s,p);
k(s, @) := White;

case @ of
tt
ff

p1 V2

p1 N\ 3

X

pX.p
vX.ap

(a)¢

K(s,p) 1=

L1l

Ll ld

color := Green
color := Red
if CGG(s, 1) = Green
then color := Green
else color := CGG(s,p2)
if CGG(s, 1) = Red
then color := Red
else color := CGG(s,p2)
color := CGG(s,0X.®))
color := CGG(s,1)))
color := CGG(s,)))
succslist := { t | s 5t };
for ¢ in succslist do
if CGG(t,1) = Green then
color := Green ; casebreak
color := Red
succslist = { ¢t | s 5t };
for ¢ in succslist do
if CGG(t, 1)) = Red then
color := Red ; casebreak
color := Green

(87
(s,
(37

color ;

COLOR-BACKWARDS (7 (s, @), color);
return color
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COLOR-BACKWARDS(P, color) =
if P=90
then return
else  choose (t,7) € P;
P = P\ {(Lw)
if k(t, 1) # color
then k(t,1) := undefined ;
CGG(t,¢) ;
COLOR-BACKWARDS(P U n(t,%) , color)
else COLOR-BACKWARDS(P, color)

Abbildung 2.9: Die Unterfunktion COLOR-BACKWARDS

Ist die Farbe des besuchten Knoten White, so hat der Algorithmus einen Zykel gefun-
den. Er tragt den Knoten, der in der Variable pred verzeichnet wurde, als unmittelbaren
Vorgénger des aktuellen Knotens ein und gibt die Farbe zuriick, die der Initialisierung der
Fixpunktberechnung in diesem Zykel entspricht, also Red im Falle eines y- und Green im
Falle eines v-Zykels.!*

In allen anderen Fillen ist der aktuelle Knoten noch nicht besucht worden und wir unter-
scheiden das weitere Verhalten aufgrund der Formelkomponente ¢ des Knotens:

e ¢ = tt oder p = ff: Offensichtlich miissen diese Knoten Green bzw. Red sein.

e ¢ = 1 Vg oder p = 1 A pa: Zuerst ruft sich der Algorithmus rekursiv mit dem
,linken“ Sohn, also mit der Formel ¢ auf. Ist diese Farbe bestimmend, also Green
im V-Fall, bzw. Red im A-Fall, dann kann der aktuelle Knoten selbst genauso gefiirbt
werden. Ansonsten erhiilt er dieselbe Farbe wie der ,,rechte Sohn“.

e o = X oder ¢ = 0 X.1: In solchen Fillen ist die Farbe des aktuellen Knotens gleich
der Farbe des einzigen Nachfolgers.

e ¢ = (a)tp oder ¢ = [a]y): Diese Fille werden dhnlich den V- und A-Fillen behandelt.
Sobald ein bestimmender Nachfolger gefunden wurde, liegt die Farbe des aktuel-
len Knotens fest. Wurde z.B. im (a)1)-Fall kein Nachfolger mit der Farbe Green
gefunden, so mufl der Knoten offensichtlich selbst auch mit Red markiert werden.

Bevor die ermittelte Farbe in der Rekursion nach oben gereicht werden kann, mufl noch
dafiir gesorgt werden, daf} eine Fehlfirbung, wie sie in Abb. 2.7 dargestellt ist, nicht beste-
hen bleibt. Dies wird dadurch gewéhrleistet, dafl die Funktion COLOR-BACKWARDS
aus Abb. 2.9 mit der Menge der unmittelbaren Vorginger des aktuellen Knotens und des-
sen Farbe aufgerufen wird.

COLOR-BACKWARDS bearbeitet Teilgraphen, in denen entweder nur griine Knoten
rot oder nur rote Knoten griin gefirbt werden miissen. Dazu erhéilt die Funktion eine
Menge von Knoten, deren korrekte Farbung zu testen ist. Ist die Menge leer, so wird die
Funktion beendet. Ansonsten werden Knoten, deren Farbung bereits korrekt ist, d.h. die

"Dies wird durch die Funktion CYCLETYPE-COLOR gewihrleistet.
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dieselbe Farbe haben wie der Parameter der Funktion angibt, aus der Menge entfernt. Um
zu ermittlen, ob die anderen Knoten korrekt sind, oder umgefirbt werden miissen, ruft
COLOR-BACKWARDS wiederum die Funktion CGG an diesen Knoten auf.

2.3.2 Terminierung

Satz 2.3.1 Sei T = (5,T, Acts,\) und G7(s,p) = (V, E) ein Gamegraph mit s € S und
¢ alternierungsfrei. Dann terminiert der Algorithmus CGG auf der Eingabe (s, ¢).

Beweis: Die Terminierung ist gewéhrleistet, da jeder Knoten hichstens zweimal gefirbt
wird. Offensichtlich werden Knoten, die nicht auf einem Zykel liegen, nur ein einziges Mal
gefirbt, weil sie niemals von der Funktion COLOR-BACKWARDS besucht werden.
Wir betrachten also einen Knoten, der auf einem Zykel liegt. Im schlimmsten Fall ergibt
sich die Situation, die in Abb. 2.10 dargestellt ist. Es gilt z. B.:!

k(v1) = Red, k(ve) = Green

Beide Knoten v; und wo sind also bereits einmal gefirbt worden. COLOR-BACK-
WARDS firbt v1 dann noch einmal durch Aufruf von CGG, dieses Mal mit der Farbe
Green. Dabei wird ve nicht noch einmal gefirbt, weil CGG gefirbte Knoten als korrekt
gefarbt annimmt. Dies 148t sich fortsetzen mit dem Vorginger von v; auf dem Zykel usw.,
bricht jedoch spétestens bei v ab, wenn der gesamte Zykel ,riickwirts® gefirbt wurde,
weil vy bereits mit Green gefirbt ist.

Der Zykel, auf dem alle Knoten hichstens zweimal gefarbt wurden, zusammen mit den
Knoten auf dem Weg zu diesem Zykel, die genau einmal gefirbt wurden, bilden eine
Gamegraphkomponente nach Lemma 2.2.16.

Die Knoten dieser Gamegraphkomponente werden spéter nicht noch einmal gefirbt, weil
sie per Induktion iiber den Index der Gamegraphkomponente von CGG als korrekt gefirbt
angesehen werden, falls ein weiterer Weg in diese Komponente existiert.

Zuletzt bleibt noch zu zeigen, dafl kein Knoten unendlich oft nur besucht wird. Ein bereits
gefiarbter Knoten kann nicht unendlich oft besucht werden, weil seine Farbung die Farbung
seiner Vorginger bedingt. Auf jedem Pfad, der zu einem gefirbten Knoten fiihrt, gibt es
also nach endlicher Zeit gefirbte Vorgianger. Da der Algorithmus im wesentlichen wie eine
Tiefensuche arbeitet, wird der Knoten nicht mehr iiber diesen Pfad besucht. Da in einem
endlichen Graphen aber nur endlich viele Pfade zu jedem Knoten existieren kénnen, kann
kein Knoten unendlich oft besucht werden. Ein noch nicht gefirbter Knoten kann auch
nicht unendlich oft besucht werden, weil er beim ersten Besuch durch die Funktion CGG
gefarbt wird. O

2.3.3 Korrektheit

Satz 2.3.2 Sei T = (5,7, Acts, ) und Gr(s,p) = (V, E) ein Gamegraph mit s € S und
@ alternierungsfrei. Dann berechnet der Algorithmus CGG eine korrekte Fiarbung auf
einem Teilgraph von Gr (s, ¥).

Soder auch mit umgekehrter Farbung
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Abbildung 2.10: Die Terminierung des Algorithmus.

Beweis: Wir zeigen die Korrektheit des Algorithmus CGG mithilfe von Lemma 2.2.21,
welches besagt, daf es fast ausreicht, lokal korrekte Farbungen zu erzeugen, um den ge-
samten Gamegraphen korrekt zu firben. Dabei bedeutet ,lokal korrekt“ korrekt in Bezug
auf die unmittelbaren Nachfolger eines Knotens.

Wir betrachten zuerst die Félle, in denen der Algorithmus einen Knoten v noch nicht
besucht hat, und unterscheiden diese beziiglich der Formelkomponente eines Knotens.
Dies entspricht in Abb.2.8 dem otherwise-Fall der ersten case-Verzweigung. In diesen
Fillen ist der Gamegraph ein Baum, und somit 148t sich der Beweis durch Induktion iiber
den Aufbau des Gamegraphen fithren.

Seit € S. CGG(v) sei im folgenden die Farbung, die der Algorithmus dem Knoten v
zuweist, wihrend k(v) die Farbung sei, die der Knoten laut Lemma 2.2.21 erhalten muf.
Zu zeigen ist also:

YoeV: CGG(v) = k(v)
e v=(t,tt) : CGG(v) = Green = k(v).
e v=(t,ff) : CGG(v) = Red = k(v).

v = (t,0X.4)) : CGG(v) = CGG(t,9) = k(t, 1) = k().

e v=(t,X):Seih=0X.x € Sublp). CGG(v) = CGG(t,¥) = k(t,¥) = k(v).

v = (t7¢1v¢2):

— CGG(v) = Green < CGG(t,91) = Green oder CGG(t,91) = Red
und CGG(t, 1) = Green & k(t,91) = Green oder r(t,11) = Red und
k(t,12) = Green = i€ {1,2} k(t,¢;) = Green < k(v) = Green

— CGG(v) = Red < CGG(t, 1) = Red und CGG(t,1ps) = Red &
k(t,11) = Red und k(t,12) = Red < k(v) = Red
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o v = (t,91 ANho):

- CGG(v) = Red & CGG(t,9n) Red oder CGG(t,91) = Green

und CGG(t,1h3) = Red & k(t,1) = Red oder k(t, ) = Green und
k(t,12) = Red = i€ {1,2} k(t,9;) = Red < k(v) = Red

— CGG(v) = Green < CGG(t, ) = Green und CGG(t, 1) = Green &
k(t, 1) = Green und k(t,99) = Green < k(v) = Green

= (t,{a)h) : CGG(v) = Green < Jt' € S CGG(t,9) = Green & 3t €

o v
S k(') = Green < k(v) = Green

e v = (t,[aly) : CGG(v) = Red < It € S CGG(t,9)) = Red & It ¢
S k(t',9) = Red < k(v) = Red

Jetzt bleibt noch zu zeigen, dal der Algorithmus auch Gamegraphen mit Joinknoten richtig
farbt. Dies gilt, weil die Funktion COLOR-BACKWARDS aufgerufen wird, bevor eine
Komponente des Gamegraphen von der Funktion CGG verlassen wird.

Nehmen wir also an, der Algorithmus erreicht einen bereits gefirbten Knoten v, dessen
Farbe nicht korrekt ist. O.B.d.A. sei CGG(v) = Red, aber k(v) = Green. Dann hat Jloise
von v aus eine Gewinnstrategie. Somit existiert ein Weg von v zu einem Knoten w, fiir
den gilt:

k(w) = Green

Dann sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Fall: w liegt nicht auf einem Zykel. Dann gilt offensichtlich auch CGG(w) = Green.
2. Fall: w liegt auf einem Zykel. Entweder der Zykel ist geschlossen, dann muf} er vom
Typ v sein, weil ansonsten kein Knoten darauf mit Green gefirbt worden wire. Da v aber
bereits gefirbt ist, mufl v auch auf diesem Zykel liegen. Damit kann CGG(v) = Red aber
nicht gelten. Oder der Zykel hat einen Ausweg, dann mufl dort wegen der Endlichkeit aller
Pfade in einem Gamegraphen ein Knoten existieren, auf den der 1. Fall zutrifft.

Wir kénnen also annehmen, daf} fiir den Knoten w ebenfalls gilt:

CGG(w) = Green

Damit ist zumindest der Knoten w korrekt gefarbt. Wir zeigen nun, dal dann auch alle
Knoten auf dem Pfad von v bis w korrekt gefirbt sind. Dazu betrachten wir den vorletzten
Knoten u auf dem Pfad

v — ... > U — w

1. Fall: u ist kein Zykelknoten. Dann ist wegen der korrekten Farbung von w aber auch
nach dem ersten Teil des Beweises die Farbung von u korrekt.

2. Fall: u ist ein Zykelknoten. Dann ist u ebenfalls korrekt gefirbt worden, weil u als
Vorgéinger von w markiert wurde (v € w(w)), und COLOR-BACKWARDS nach
dem korrekten Fiarben von w mit dem Argument 7(w) aufgerufen wurde. COLOR-
BACKWARDS hat dann wiederum CGG(u) aufgerufen, was aufgrund der korrekten
Féarbung von w die Farbung von u korrigiert hat, falls sie nicht korrekt war.

Mit der Iteration auf diesem Pfad folgt dann, daB alle Knoten einschliefilich v korrekt
gefarbt waren. O
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2.3.4 Komplexitdt

Satz 2.3.3 Sei T = (S,T, Acts,A) mit s € S und ¢ € ‘C;lr Dann ist die Zeitkomplexitit
des Algorithmus mit Eingabe (7, s, ¢)

teaa(ITllel) = O(TI-lel-log(IT] - |¢l))

Beweis: Wie in dem Beweis von Satz 2.3.1 bemerkt, wird jeder Knoten des Gamegraphen
hochstens zweimal gefirbt. Aufgrund der Lokalitiat des Algorithmus miissen die Knoten
des Gamegraphen in einer Datenstruktur beliebiger Griofle verwaltet werden, in die sie
eingefiigt und wieder ausgelesen werden kénnen.

tCGG(|T|a|§0|) < |S| ' “P' '2'tFéirbung +
|S| ' ‘(10| : teinfilgen +
|S| ' ‘4,0‘ * tauslesen
Man kann die Zeit, die das Farben eines einzelnen Knoten in Anspruch nimmt, als konstant
ansehen, weil die Farbung als Flag an dem entsprechenden Knoten gespeichert werden
kann.
tFiirbung = const

Wird als angesprochene Datenstruktur z. B. ein héhenbalancierter Baum ([CLR92]) be-
nutzt, dann ergeben sich folgende Zeitschranken fiir das Einfiigen und Auslesen eines
Knotens:

temfilgen(n) = O(logn)
tauslesen(n) = O(log n)
Und mit der Abschétzung
T < [S] +|T|
ergibt sich insgesamt folgende Zeitkomplexitéit fiir den Algorithmus CGG:
toaa(IT)lel) = O(T]-l¢l-log(IT] - lel)) .

Satz 2.3.4 Sei T = (S, T, Acts,\) mit s € S und ¢ € E}L. Dann ist die Platzkomple-
xitédt des Algorithmus mit Eingabe (T, s, @)

scaa(|Thlel) = O(T]-lel)
Beweis: Im schlimmsten Fall muf§ der gesamte Gamegraph, d.h. < |S|-|¢| in der verwen-
deten Datenstruktur gespeichert werden. Zusitzlich mufl der Algorithmus sich fiir jeden
Knoten die Farbung und die Menge der Vorgéinger merken. Es gilt also:
scaa([Tl,lel) < [S]- ol - (sFirbung + maz{ [7(s,¢)| | s €S })

Da aber die Menge der Vorginger eines Knotens dadurch beschrinkt ist, dafl nur eine
bestimmte Unterformel von ¢ die Formelkomponente des Vorgéingers sein kann, und zwei
Knoten im Gamegraph nur dann verbunden sein kénnen, wenn die Zustandskomponenten
im Transitionssytem verbunden sind, gilt fiir jedes s € S:

(s, 0)| < ingrad(s)
Da sich die Farbung mit konstantem Aufwand abspeichern 148t, gilt insgesamt:

scaa ([Tl el) < |IS]- [l - (const + maz{ingrad(s)|s € S}) = O(|T] - [«]) -
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Abbildung 2.11: Einmaliger Zykeldurchlauf.

2.3.5 Ausbau zu .CZ°

In [And94] zeigt Andersen, wie aus einem Algorithmus, der das Model Checking Problem
fiir den alternierungsfreien p-Kalkiil in Zeit O((|S| + |T|) - |¢|) 16st, ein Algorithmus fiir
den vollen p-Kalkiil gewonnen werden kann, der in Zeit O(|S|®) 1. |T| . ||*¥®)) lzuft.
Da der Algorithmus CGG aufgrund seiner Lokalitit eine hohere Laufzeit als die geforderte
hat, ist dieses Resultat nicht unbedingt interessant fiir die vorliegende Arbeit. Andererseits
hétte eine globale Variante des Algorithmus CGG die geforderte Laufzeit und kénnte
somit zu einem Algorithmus fiir £° mit Andersens Beweis erweitert werden.

2.4 Interaktive Model Checking Spiele

Der spielbasierte Ansatz erlaubt anzuzeigen, warum eine Formel durch ein Transitions-
system nicht erfiillt wird, falls sie nicht erfiillt wird. Dazu zeigen wir, wie sich aus einem
Gamegraphen leicht ein Baum gewinnen 148t, dessen endliche Pfade die méglicherweise un-
endlichen Gewinnpartien von Vbelard reprisentieren. Es reicht nicht, im Zuge eines Model
Checking Spiels den Gamegraphen zu durchlaufen und an Knoten, in denen Vbelard wihlt,
einen beliebigen Nachfolger zu suchen, der mit Red gefirbt wurde. Wie Abb. 2.11 zeigt,
kann es z.B. v-Zykel geben, die aufgrund eines Pfades, der aus dem Zykel hinausfiihrt,
mit Red gefirbt sind. In einem interaktiven Model Checking Spiel wollen wir diesen
Zykel jedoch nicht beschreiten, weil das einmalige Durchlaufen eines Zykels das unendliche
Durchlaufen und damit die Gewinnbedingung représentieren soll.

Aufgrund der volligen Dualitdt der Model Checking Spiele 138t sich die folgende Argu-
mentation genauso verwenden, um zu zeigen, warum ein Transitionssystem eine Formel
erfiillt statt nicht erfiillt, falls es sie erfiillt. Dies wurde bereits in Lemma 2.1.12 gezeigt.
Im folgenden wollen wir ohne Einschriankung nur den Fall betrachten, dafl Vbelard eine
Gewinnstrategie fiir das betrachtete Spiel hat.
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Def. 2.4.1 Sei T = (5, T, Acts, \) mit s,t € S und ¢ € L. Eine Pseudopartie ist eine
endliche Folge P von Konfigurationen

Co — ... = Cg
mit C; € Cr(s, ) fir alle i € {0,...,k} und entweder
1. P ist eine endliche Partie des Spiels I's 7(¢,), oder

2. es existiert ein n < k, so daB Cy = (t,0X.¢p) = C,, und fiir alle j € {0,...,n—1,n+
1,... k—1} gilt C; # Cy.

Im zweiten Fall sagen wir, dafl P die unendliche Partie
Co—...2Ch— ...=>C,—=>Chy1 = ...C, > Cpy1 — ...

reprisentiert. o

Satz 2.4.2 Sei Gr(s,¢) = (V, E,k) ein durch den Algorithmus CGG korrekt gefirbter
Gamegraph mit
k(s,) = Red

Dann 148t sich eine Pseudopartie finden, die eine Gewinnpartie fiir Vbelard préisentiert,
indem Vbelard in seinen Konfigurationen folgendermaflen zieht: Falls C; derjenige Knoten
unter den Nachfolgern von C; ist, der von CGG zuletzt gefarbt wurde, dann macht Vbelard
den Zug C; —1 C;.

Beweis: Zuerst bemerken wir, dafl ein Nachfolger von C; mit Red gefirbt sein muf}, da
k(C;) = Red nach Voraussetzung gilt und ein Knoten nur mit Red gefirbt sein kann, wenn

1. er keine Nachfolger hat, oder
2. mindestens einen Nachfolger hat, der ebenfalls mit Red gefirbt ist.

Im ersten Fall haben wir eine endliche Gewinnpartie fiir Vbelard gefunden.

Gelte also Fall 2. Der zuletzt besuchte Nachfolgeknoten C; von C; ist sicherlich mit Red
gefiarbt, weil Vbelard in C; wihlen durfte und deswegen Red die bestimmende Farbe dieses
Knotens ist. CGG besucht Nachfolgeknoten jedoch nur solange, wie noch keine bestim-
mende Farbe gefunden wurde.

Falls C; zwischendurch durch COLOR-BACKWARDS besucht wurde und letztlich
mit Green gefirbt wurde, dann wird spiter CGG an C; erneut aufgerufen, und es wird
nochmals ein roter Nachfolger gesucht. Sollte letztendlich keiner existieren, dann kann C;
auch nicht mit Red gefirbt worden sein.

Es mufl nun noch gezeigt werden, daf§ der Pfad iiber C; nicht in einen v-Zykel fiihrt,
um die Reprisentationsbedingung fiir die Pseudopartie zu erfiillen. Angenommen, dies
ist der Fall. Dann koénnen wir uns darauf beschridnken, dafl sowohl C; als auch C; auf
diesem Zykel liegen. Sollte aus diesem Zykel kein Pfad herausfithren, der die Farbe Red
bestimmend zuriickliefert, dann wurde C; zuerst mit Green gefirbt, weil es sich um einen
v-Zykel handelt. Diese kann spéter in Red umgewandelt werden. Da C; jedoch nach Vor-
aussetzung ebenfalls auf dem Zykel liegt, wird dieser Knoten gefirbt, bevor COLOR-
BACKWARDS den Zykel umfirben kann. Und somit kann C; nicht der zuletzt besuchte
Nachfolger von C; gewesen sein. O

47



KAPITEL 2. SPIELBASIERTES MODEL CHECKING

)
2N

Abbildung 2.12: Ein weiteres Transitionssystem.

Def. 2.4.3 Sei G7(s,¢) ein Gamegraph. Der zugehérige Spielbaum T , besteht dann
aus dem einmaligen Abwickeln des Gamegraphen zu einem Baum.

Ein Spielbaum fiir P T£ , besteht aus dem einmaligen Abwickeln des Gamegraphen
Gr1(s, ), wobei in Konfigurationen, in denen P wéhlt, nur der nach Satz 2.4.2 bestimmte,
zuletzt besuchte Nachfolgerknoten, als Nachfolger im Spielbaum aufgenommen wird.

Bem. 2.4.4 Offensichtlich gilt dann: Die Pfade im Spielbaum (fiir P) sind genau die
Pseudopartien, die die Partien reprasentieren, die durch Pfade im entsprechenden Game-
graphen dargestellt sind.

2.5 Ein Beispiel

Wir fithren die Funktionsweise des Algorithmus CGG an einem iibersichtlichen Beispiel
16
Vvor.

Bsp. 2.5.1 Sei ¢ = pX.(b)tt V[-]X 7 und T = (S, T, Acts,\) wie in Abb. 2.12 darge-
stellt. Der Startzustand des Transitionssystems sei 1. Dann sieht der zu ¢ und T gehorige
Gamegraph Gr(p, s) aus, wie es in Abb. 2.13 dargestellt ist.

Bem. 2.5.2 Es gilt: (7,1) = .

Da eine Tiefensuche-Strategie nicht genau festlegt, welche Pfade eines Graphen zuerst
durchlaufen werden, kann die Arbeitsweise des Algorithmus verschieden ausfallen.!®

8In Kap. 4 wird ebenfalls dieses Beispiel verwendet.

74 besagt: Auf allen Pfaden tritt irgendwann einmal eine b-Aktion auf.

18Beachte, daf Abb. 2.13 lediglich eine Reprisentation des Gamegraphen darstellt. Der Model Checking
Algorithmus kann die jeweiligen Nachfolger eines Knoten in einer anderen Reihenfolge verwalten, ohne
daf} sich festlegen l&8t, welcher Sohnknoten in einer Tiefensuche der zuerst besuchte ist.
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Abbildung 2.13: Der Gamegraph zu Bsp. 2.5.1.
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Liuft der Algorithmus z. B. zuerst in den endlichen Pfad, der mit (3, tt) endet, so wird die
Funktion COLOR-BACKWARDS niemals aufgerufen, weil es nie zu einer Fehlfirbung
kommt.

Damit das Beispiel nicht trivial ist, zeigen wir die Funktionsweise des Algorithmus CGG
im ,schlimmsten“ und somit interessantesten Fall in diesem Beispiel. Um gefundene und
gefirbte Knoten zu unterscheiden, verwenden wir ab jetzt folgende Konvention:

e Ein besuchter, aber noch nicht gefirbter Knoten erhilt keine Umrandung.!?

e Ein gefiirbter Knoten erhilt eine elliptische Umrandung, falls seine Farbe Green ist,
ansonsten ist er rechteckig dargestellt.

e Nicht besuchte Knoten werden im Gamegraphen iiberhaupt nicht dargestellt.

CGG startet bei (1,¢) und durchliuft dann die Knoten

(1, (p)ee Vv [=]X), (

17[_]X)’ (27X)’ (2’(10)5 (’<b> V[—]X), (2,[—]X)’
3, X), G,

2,(b)tt
‘10)’ (37 <b>tt \% [_]X)7 (3’ [_]X)a (2’X)

Hier erkennt CGG, daBl der Knoten (2, X) bereits besucht wurde und priift, auf welcher
Art von Zykel er sich befindet. Da es sich um einen Zykel vom Typ p handelt, erhélt der
letzte Knoten (3,[—]X) auf dem Zykel die Farbe Red. Aufierdem wird dieser als Vorgénger
von (2, X') vermerkt.

Da nun eine Farbe festgelegt wurde, kann CGG diese in der Rekursion nach oben wei-
terreichen. Der zuvorletzt besuchte Knoten (3, (b)tt V [—]X) ist eine Konfiguration, in der
Jloise die Wahl hat. Daher mufl auch der andere Sohn besucht werden.

Dieser wird offensichtlich ebenfalls mit Red gefirbt, und dadurch kann die Farbe Red
weiter nach oben gereicht werden, bis der Knoten (2, (b)tt V [—]X) erreicht ist. Hier muf}
ebenfalls der andere Sohn besucht werden.

Dies endet jedoch in einem Pfad, der mit Green gefirbt werden muf, weil die letzte
auftretende Formel tt ist. Die Farbe reicht sich iiber (2, (b)tt) nach oben zu (2, (b)tt V
[-]X). Da dieser Knoten eine Konfiguration ist, in der Jloise wihlt, hat sich hier Green
gegeniiber Red ,,durchgesetzt“ und die Knoten (2, (b)tt V [-]X), (2, ¢) und (2, X) werden
alle mit Green gefirbt.

Die aktuelle Situation ist in Abb. 2.14 dargestellt.

Wiirde diese Farbe jetzt nach zu (1,[—]X) weitergereicht, so wiirde CGQG, weil dies ein
Vbelard-Knoten ist, den anderen Sohn (3, X) besuchen und von dort die Farbe Red tiber-
nehmen. Man sieht leicht, dal diese sich bis zur Wurzel des Gamegraphen durchsetzen
wiirde, woraus folgen wiirde, dafl die Formel vom Transitionssystem nicht erfiillt wird.
Auflerdem erkennt man eine Fehlfarbung durch Red am Knoten (3, [—]X), dessen einziger
Nachfolger (2, X') mit Green gefirbt ist.

Unm solche Fehler zu vermeiden, wird nun zuerst die Funktion COLOR-BACKWARDS
mit der Farbe Green am Vorginger (3,[—]X) des Knoten (2,X) aufgerufen. COLOR-
BACKWARDS sorgt dafiir, dal folgende Knoten umgeféirbt werden:

9Tm Algorithmus CGG wird solch ein Knoten mit der ,Farbe“ W hite markiert.
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3, uX.(b)ts V [-]X

3, (bt v []X

Abbildung 2.14: Die ersten Schritte im Farben des Gamegraphen.
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(3’ [_]X)v (3a <b>tt \ [_]X)a (37 (P), (3’X)a (25 [_]X)

Danach trifft COLOR-BACKWARDS auf (2, (b)tt V [-]X), der bereits mit Green
gefirbt ist, und somit ist das Riickwirtsfirben in diesem Zykel beendet.

Erst jetzt wird die Farbe Green vom Knoten (2, X) weiter nach oben gereicht. Dort muf,
weil (1,[—]X) ein Vbelard-Knoten ist, auch der andere Sohn betrachtet werden. Dieser
ist mittlerweile ebenfalls mit Green gefarbt worden, so daf} sich die Farbe Green bis zur
Whurzel durchsetzt, was wegen Bem. 2.5.2 zu erwarten war.

2.5.1 Die Gewinnpartien

Offensichtlich enthilt der gefirbte Gamegraph aus Bsp. 2.5.1 unendlich viele Partien, die
Gewinnpartien fiir 3loise sind, weil jedes n-malige Durchlaufen des p-Zykels, das letztend-
lich in der Konfiguration (3, tt) endet, Floise gewinnen liaft. Aber nur zwei dieser Partien
sind Pseudopartien nach Def. 2.4.1. Diese sind in Abb. 2.15 dargestellt.
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Abbildung 2.15: Die Gewinnpartien im gefirbten Gamegraphen.
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3 Andere Model Checking
Algorithmen fiir £

Im folgenden werden wir einige andere deterministische Algorithmen, die das Model Check-
ing Problem fiir den alternierungsfreien u-Kalkiil 16sen, vorstellen und mit dem spielba-
sierten Algorithmus aus Kap. 2 vergleichen.

3.1 Der Algorithmus von Cleaveland und Steffen

Cleaveland und Steffen geben in [CS92] einen Model Checking Algorithmus fiir den alter-
nierungsfreien p-Kalkiil an, der global ist, aber lineare Laufzeit hat. Das Verfahren ist im
wesentlichen eine effiziente Implementierung des Algorithmus Fixpunktberechnung, den
wir in Abschn. 1.5.2 vorgestellt haben.

Cleaveland und Steffen wandeln die zu untersuchende Formel in ein rekursives Gleichungs-
system iiber u-Kalkiil-Variablen um. Wegen der Alternierungsfreiheit 148t sich dieses Glei-
chungssystem in sogenannte Blocke partitionieren, in denen die Variablen voneinander
abhingen und denselben Fixpunkttyp haben.

Bsp. 3.1.1 ! Seip = (vX.ttA[a]X)V (uY.££V([a]Y A{a)tt)). Dann besteht das zugehorige
System von Gleichungen aus zwei Blocken:

Block 2 Block 1
X1 =, XoV X3 X3 =u Xe V X7
X9 =, X4 AN X5 Xs =y ff
X4 =, tt X7 =u Xg A X9
X5 v [G]X2 Xg —u [a]X3
Xo = (&)X
X0 =y tt

Wir ersparen uns, die Semantik solcher Gleichungssysteme formal anzugeben, da die Glei-
chungen dadurch entstehen, dafl man jeder Unterformel einer u-Kalkiil-Formel eine eigene
Variable zuordnet, so dafl die rechten Seiten jeder Gleichung entweder atomar oder eine
einfache Disjunktion oder Konjunktion von zwei Variablen oder eine durch eine Modalitit

! Aus [CS92]
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bewachte Variable sind. Offensichtlich sollte eine Variable in einem Zustand eines Transiti-
onssytems giiltig sein, genau dann wenn die entsprechende Unterformel in diesem Zustand
gilt.

In diesem Beispiel hingt der v-Block von dem u-Block wegen der Gleichung X; = X2V X3
ab. Aufgrund der Alternierungsfreiheit ist es immer moglich, eine wechselseitige Abhingig-
keit von Blécken zu vermeiden. Und wegen der endlichen Gréfe der Formel und somit auch
des Gleichungssystems ist gewéhrleistet, daf} sich die Blocke topologisch sortieren lassen.
Seien B; und B; Blécke eines Gleichungssystems. Dann gilt:

B; héngt von B; ab = 12>

Der erste Schritt im Algorithmus von Cleaveland und Steffen ist, die Blocke topologisch
zu sortieren, was sich in linearer Zeit bewerkstelligen 148t. Danach werden die einzelnen
Blocke in aufsteigender Reihenfolge ihrer Nummerierung nach bearbeitet. Dabei ist es
unwesentlich, ob es sich um einen u- oder einen v-Block handelt, da diese gewissermafien
dual zueinander sind. Daher beschrédnken wir uns hier darauf, vorzustellen, wie ein p-Block
behandelt wird.

Cleaveland und Steffen schlagen vor, fiir jeden Zustand eines Transitionssystems ein Bitar-
ray der GroBe n anzulegen, wenn das zugrundeliegende Gleichungssystem die Variablen
X1,..., X, enthdlt. Das i-te Bit des Arrays am Zustand s ist 1, genau dann wenn die
Variable X; im Zustand s gilt. Am Anfang werden alle Array-Eintriige auf 0 gesetzt.?
Der zweite Schritt besteht darin, alle Eintrége, die zu Variablen gehoéren, deren rechte
Regelseiten tt sind, auf 1 zu setzen.

Desweiteren merkt sich der Algorithmus in verschiedenen Listen diejenigen Paare (s, Xj;),
fiir die der Arraywert der Variablen X; im zu s gehérenden Array noch nicht stabil im
Sinne der Fixpunktberechnung ist. Am Anfang sind dies alle Paare, deren Werte bei der
Initialisierung nicht explizit auf 1 gesetzt wurden. Sorgt man dafiir, daf} diese Paare in einer
giinstigen Reihenfolge in die Listen eingetragen werden, dann ist garantiert, dafl jedes Paar
hochstens einmal in bearbeitet wird, woraus die lineare Laufzeit des Algorithmus folgt.
Das Bearbeiten der Paare besteht darin, sich die entsprechende Gleichung anzusehen, um
dann entweder zwei Bits aus den Arrays auszulesen und boolesch zu verkniipfen, oder
im Transitionssystem die Nachfolger eines Zustandes zu berechnen und die Bits aus den
Arrays der Nachfolgezustinde auszulesen.

3.1.1 Vergleich zum Algorithmus CGG

Wie bereits oben erwahnt, entsprechen die Variablen, die Cleaveland und Steffen fiir die
Gleichungssysteme einfithren, den Unterformeln einer betrachteten p-Kalkiil-Formel. Die
von ihnen vorgeschlagene Datenstruktur Transitionssystem mit Array an den einzelnen
Knoten ist somit lediglich eine Reprisentation eines Gamegraphen.? Die Biteintrige der
Arrays entsprechen der Farbung des Gamegraphen.

*Im Falle eines v-Blocks werden die Eintriige mit 1 initialisiert.
3 Aufgrund der Art, wie das Verifikationstool TRUTH Transitionssysteme behandelt, haben wir exakt diese
Reprisentation fiir die Implementierung des Algorithmus CGG gewihlt. Siehe auch Kap. 4.
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Bem. 3.1.2 Sei 7= (S, T, Acts, A\)mit s € S und v eine Unterformel der zu checkenden
p-Kalkiil-Formel mit zugehoriger Variable X;. Dann gilt:

s.X; =1 & k(s,¥) = Green

Die angesprochene geschickte Verwaltung der Listen im Algorithmus von Cleaveland und
Steffen entspricht der Tiefensuche beim Firben eines Gamegraphen, die dafiir sorgt, dafl
immer die Farben der Knoten als nichstes berechnet werden, deren Nachfolger schon sicher
gefdrbt sind. Und die Einteilung in Blécke entspricht der Einteilung eines Gamegraphen
in Zusammenhangskomponenten.

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Algorithmen liegt darin, dafl der Algorithmus
von Cleaveland und Steffen global ist. Da er eine Reprisentation eines gefarbten Game-
graphen berechnet, kann er héchstens bedingt Gegenbeispiel generierend genannt werden.
Ersten fehlt eine theoretische Fundierung, wie ein Gegenbeispiel auszusehen hat, wie sie
z. B. durch die Model Checking Spiele aus Kap. 2 gegeben ist. Zweitens ist die von Clea-
veland und Steffen vorgeschlagene Logik mit Gleichungssystemen noch weniger geeignet,
eine Eigenschaft eines Transitionssystems verstdndlich zu spezifizieren, als es der modale
p-Kalkiil, wie wir ihn in Kap. 1 vorgestellt haben, ohnehin schon ist. Beide Nachteile sind
jedoch nicht gravierend, sondern lediglich ein formaler Unterschied zu dem spielbasierten
Ansatz.

3.2 Der Algorithmus von Andersen

In [And94] beschreibt Andersen einen globalen Algorithmus, der einen booleschen Gra-
phen in Linearzeit giiltig markiert. Er zeigt auch, daf§ sich dieser Algorithmus dazu eig-
net, das Model Checking Problem fiir den alternierungsfreien p-Kalkiil zu 16sen. Genauso
wie im Algorithmus von Cleaveland und Steffen wollen wir uns darauf beschrinken, nur
kleinste Fixpunktformeln zu betrachten, da jeder Algorithmus auf einfache Art und Weise
verindert werden kann, um die dualen Fixpunktformeln zu verarbeiten. Ebenso lassen sich
auch hier beide Varianten des Algorithmus kombinieren, um Model Checking fiir Formeln
in [,b wie die aus Bsp. 3.1.1 durchzufiihren.

Andersen beschreibt eine Methode, wie aus einem Transitionssystem und einer Formel
des modalen p-Kalkiils ein boolescher Graph konstruiert werden kann. Dazu iiberfithrt
er, dhnlich wie Cleaveland und Steffen in Abschn. 3.1 die Formel in ein Gleichungssystem
mit mehreren Variablen, auf deren rechten Regelseiten nur Formeln mit hochstens einem
Operator auftreten diirfen.

Def. 3.2.1 Ein boolescher Graph ist ein Graph G = (V, E, L), wobei (V, E) ein gerich-
teter Graph im herkémmlichen Sinne ist und

L:V = {V,A} o

Dadurch 148t sich ein boolescher Graph leicht als Schaltkreis auffassen, dessen Knoten
die booleschen Schaltelemente AN D bzw. OR sind. Wie man leicht sieht, 14t sich jeder
Gamegraph, wie wir sie in Abschn. 2.2 eingefiihrt haben, als boolescher Graph auffassen. So
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gilt z. B. fiir alle Knoten v eines Gamegraphen, an denen Vbelard die Wahl hat, L(v) = A.
Umgekehrt gilt, dal die booleschen Graphen, wie Andersen sie aus Transitionssystemen
und abgewandelten p-Kalkiil-Formeln konstruiert, Reprasentationen eines Gamegraphen
sind.

Die Aufgabe des Algorithmus ist es, fiir einen gegebenen booleschen Graphen G = (V, E, L)
eine Markierung

m:V —{0,1}

zu finden, so daf fiir alle v € V gilt:

1 falls L(v) = A und Yw € V, wenn (v,w) € E dann m(w) =1
m(v) = oder L(v) =V und Jw € V, (v,w) € E und m(w) =1
0 sonst

Man sieht ebenfalls leicht, daB diese Markierung genau der korrekten Férbung des ent-
sprechenden Gamegraphen entspricht.

Bem. 3.2.2 Sei G ein Gamegraph mit korrekter Firbung x und G = (V, E, L) der ent-
sprechende boolesche Graph* mit korrekter Markierung m. Dann gilt fiir alle Knoten
veV:

k(v) = Green < m(v) =1

Aufgrund dieses Zusammenhanges erkennt man auflerdem, dafl die korrekte Markierung
eines booleschen Graphen wie im Falle der Gamegraphen schrittweise aufgebaut werden
kann. Dazu schligt Andersen vor, im Initialisierungsschritt seines Algorithmus alle Knoten
mit 0 zu markieren.> Eine Ausnahme bilden natiirlich diejenigen Knoten v, die keinen
Nachfolger haben und fiir die gilt: L(v) = A. Diese werden mit 1 markiert. Desweiteren
merkt sich der Algorithmus fiir jeden Knoten die Anzahl der Nachfolger, die noch mit
1 markiert werden miissen, um den Knoten selbst mit 1 markieren zu kénnen. Dies ist
notwendig, um effizient entscheiden zu kénnen, welcher Knoten als niichstes zu bearbeiten
ist, damit der Algorithmus insgesamt noch in linearer Zeit 1duft. Wiederum entspricht dies
der Tiefensuchestrategie im Gamegraphen, die der Algorithmus CGG aus Abschn. 2.3
anwendet.

3.2.1 Vergleich zum Algorithmus CGG

Wie bereits erwéhnt, arbeitet Andersens Algorithmus in sehr dhnlicher Weise wie der Algo-
rithmus CGG aus Abschn. 2.3. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dafl Andersens
Algorithmus global ist und, wie der Algorithmus von Cleaveland und Steffen, darauf an-
gewiesen ist, dafl die zu untersuchende Formel zuerst umgewandelt wird. Deswegen kann
man Andersens Algorithmus auch nur bedingt Gegenbeispiel generierend nennen.

“mit gleicher Knoten- sowie Kantenmenge
5Beachte, daB wir uns hier auf kleinste Fixpunktformeln beschrinken.
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3.2.2 Eine lokale Variante

In [And94] gibt Andersen noch eine lokale Variante seines Algorithmus an, die hauptséch-
lich auf zwei Dingen beruht.

e Man betrachtet die Nachfolger eines Knoten, die in gewisser Reihenfolge gegeben
sind, nur solange, bis ein Nachfolgerknoten den Wert des aktuellen Knotens be-
stimmt. So reicht es z.B. im Falle eines Knotens v mit L(v) = V einen Nachfolger
zu finden, dessen Wert 1 ist.

e Aufgrund des ersten Punktes folgt Andersens lokaler Algorithmus somit im gene-
rellen ebenfalls einer Tiefensuchestrategie. Diese kann jedoch in Kombination mit
Joinknoten und Zykelknoten zu Problemen fiithren, wie wir in Abschn. 2.2.3 gezeigt
haben. Daher merkt der Algorithmus sich bestimmte Vorgéngerknoten, deren Wert
eventuell nachtriglich abgeédndert werden muf.

Der Unterschied zwischen Andersens lokalem Algorithmus und dem Algorithmus CGG
liegt darin, dal CGG die Tatsache ausnutzt, dafl es ausreicht, sich an jedem Knoten
lediglich die direkten Vorginger zu merken, ohne eine Liste aufbauen zu miissen, deren
Lénge linear in der Grofle des Gamegraphen sein kann.

3.3 Der Algorithmus von Bhat und Cleaveland

Das Verfahren von Bhat und Cleaveland, das sie in [BC96] angeben, unterscheidet sich
von den anderen Algorithmen dadurch, daf} sie Model Checking fiir den alternierungsfreien
p-Kalkiil auf das Model Checking fiir die temporale Logik LTL © zuriickfiihren. Dies ist
kein trivialer Schritt, wie z. B. bei der Reduktion von CTL auf den u-Kalkiil, wie Abb. 1.4
zeigt. Es gibt Formeln in E}“ die sich nicht in eine semantisch dquivalente Formel aus LTL
iibertragen lassen.

Die Reduktion von Bhat und Cleaveland benutzt sogenannte And-Or Kripke-Struk-
turen, die mit Andersens booleschen Graphen iibereinstimmen. Sie geben Regeln, wie
man aus einem Transitionssystem 7 mit Anfangszustand s und einer alternierungsfreien
Formel ¢ eine And-Or Kripke-Struktur &7, mit Anfangszustand s, und eine LTL-Formel
¥ an,” so daf gilt:

(ﬁT,(PaS,) |:LTL Y & (Ta 3) ‘: ¥ (31)

Die Konstruktion der And-Or Kripke-Struktur erfolgt analog zu der Konstruktion eines
Gamegraphen oder der Konstruktion eines booleschen Graphen aus Abschn. 3.2.

An der Stelle, an der die bisherigen Algorithmen den Graphen markiert oder gefirbt haben,
tritt bei Bhat und Cleaveland das LTL Model Checking auf. Zur Erinnerung:

®s. Abschn. 1.4.2
"An dieser Stelle sei bemerkt, daB ¢ unabhingig von ¢ ist.
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Die Wurzel eines booleschen Graphen wird mit 1 markiert < die Wurzel eines Game-
graphen wird mit Green gefirbt < Jloise gewinnt das entsprechende Spiel in diesem
Gamegraphen < 3Jloise kann jede Partie entweder in eine Konfiguration, in der Vbelard
nicht mehr ziehen kann, oder in eine Schleife, deren gréfite Fixpunktformel vom Typ v ist,
lenken. Letzteres ist im alternierungsfreien Fall 4quivalent dazu, dafl keine Fixpunktformel
vom Typ p in der Schleife auftritt.

Bhat und Cleaveland haben genau diese Bedingung in der Logik LTL formuliert. Obwohl
wir LTL nicht formal definiert haben, wollen wir diese Formel dennoch explizit angeben:

P = Otrue Vv OOy

Interpretiert man diese Formel in geeigneter Weise iiber And-Or Kripke-Strukturen, wie
es in [BCY6] gezeigt wird, so besagt sie: Es gibt einen Lauf, der entweder in einer tt- oder
einer | |-Konfiguration endet oder unendlich oft eine v-Konfiguration durchliuft. Ein Lauf
ist dabei eine Abwicklung der And-Or Kripke-Struktur, die an jedem Or-Knoten nur einen
Nachfolger und ansonsten alle Nachfolger durchlauft.

Benutzt man dann schlieBlich einen lokalen Model Checker fiir LTL, um die in Gl. 3.1
aufgezeigte Modellbeziehung zu iiberpriifen, so erhilt man auf diese Weise einen lokalen
Model Checking Algorithmus fiir den alternierungsfreien p-Kalkiil.

Im allgemeinen Fall ist Model Checking fiir LTL jedoch PSPACE-vollstindig, d.h. vermut-
lich existiert kein Algorithmus, der dieses Problem mit weniger Ressourcen als polynomi-
ellem Platzbedarf 168t. Prinzipiell konnte es zwar dennoch Algorithmen geben, die lineare
Laufzeit haben, deren Existenz ist jedoch sehr unwahrscheinlich. Alle bisher bekannten
Algorithmen, die Model Checking fiir LTL erlauben, haben eine Laufzeit, die exponentiell
in der Linge der Formel ist.

Da die konstruierte LTL-Formel jedoch weder vom verwendeten Transitionssystem noch
von der urspriinglichen p-Kalkiil-Formel abhidngt, und somit nicht zur Eingabe an den
u-Kalkiil Model Checking Algorithmus zahlt, und die And-Or Kripke-Struktur in linearer
Zeit aufgebaut werden kann, resultiert aus der gesamten Konstruktion ein linearer Model
Checking Algorithmus fiir den alternierungsfreien u-Kalkiil.

Andererseits verhindert diese Konstruktion jedoch, da der Algorithmus Gegenbeispiel
generierend ist, solange das LTL Model Checking dies auch nicht ist.

Bhat und Cleaveland bleiben jedoch die Erklirung schuldig, wie ein lokaler Algorithmus,
der einen Graphen on demand aufbaut, in linearer Zeit Zykel erkennen kann. Daher unter-
scheiden wir zwei Algorithmen: einen globalen, der in linearer Zeit 14uft, und einen lokalen,
dessen Komplexitit O(n - logn) ist.

3.4 Vergleich der Algorithmen

Fiir die bisher betrachteten Algorithmen ergibt sich beziiglich der oben genannten Kri-
terien folgende Gegeniiberstellung. Seien 7 = (S, T, Acts, ) und ¢ die Eingaben fiir die
jeweiligen Algorithmen.

60



3.4. VERGLEICH DER ALGORITHMEN

worst-case Laufzeit
Algorithmus allgemein alternierungsfreier Fall lokal Seizip

Fixpunktelimination | O(|T] - |¢| - £'51) O(T]| - || - £15) nein nein
Fixpunktberechung O(|T| - || f4)) O(|T] - |p|Fd@)y nein nein
Cleaveland/Steffen O(|T1 - |el) nein nein
Andersen 1 O(|T1 - |¢l) nein nein
Andersen 2 O(|T1 - |e| - log(|T| - |e])) | ja nein
Bhat/Cleaveland 1 O(|T1 - |¢l) nein nein
Bhat/Cleaveland 2 O(|T1 - |e| - log(|T| - |el)) | ja nein
CGG O(TI- Il - tog(IT| - I¢l)) | Ja ja
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4 Implementierung

Der Algorithmus aus Abschn. 2.3 wurde in dem Verifikationstool Truth ([Tru98]) imple-
mentiert. Eine allgemeine Ubersicht iiber die aktuellen und zukiinftigen Moglichkeiten fiir
den Einsatz von TRUTH findet sich in [LLNT99]. TRUTH wurde am Lehrstuhl fiir Infor-
matik IT der RWTH Aachen im Rahmen der Diplomarbeit von Stephan Tobies entwickelt
([Tob98)).

TRUTH kann sowohl u-Kalkiil- als auch CTL-Formeln verarbeiten. Die Transitionssysteme
ergeben sich als Semantik von Ausdriicken der Spezifikationssprache CCS ([Mil80, Mil89)]).
In der ersten Version von TRUTH konnte man automatisches Model Checking fiir den u-
Kalkiil mithilfe des Tableau-Algorithmus ([Cle90]) durchfiihren. Dieser ist auch weiter-
hin ein Bestandteil von TRUTH, damit man immer noch Model Checking fiir Formeln mit
echter Alternierung betreiben kann.

TRUTH wurde u.a. im Hinblick auf Wartbarkeit und Austauschbarkeit von Modulen in
der nicht-strikten, rein funktionalen Sprache Haskell ([HPW™91, Tho96, Dav92, Bir98,
HF92]) geschrieben. Dadurch kann man nicht die schnellste Implementierung eines Al-
gorithmus, der auf Graphen arbeitet, erwarten. Da ein Ziel der Arbeiten am Glasgow
Haskell Compiler ([HHP192]) jedoch ist, eine Haskell-Tmplementierung zu entwickeln,
die vergleichbar mit denen anderen Sprachen, wie z. B. C, ist, erscheint der Effizienznach-
teil nicht so gravierend, dafl er die Vorteile einer Implementierung in einer funktionalen
Sprache tiberwiegen wiirde ([Hug90]).

TRUTH ist in der Lage, Transitionssysteme auf effiziente Art und Weise zu handhaben.
Mithilfe des Monaden-Konzepts ([JP93, Lau93, LJ94]) 148t sich in Haskell ,imperativ“
programmieren, was die Handhabung von Graphen wesentlich vereinfacht, weil das Farben
eines Graphen auf natiirliche Weise einer zeitlichen Abfolge von Zustinden des Graphen
entspricht.! Rein funktionale Programme bieten jedoch nicht die Moglichkeit, Zustinde zu
modellieren, weil die Semantik eines rein funktionalen Programms nicht von der Auswer-
tungsreihenfolge einer Funktion abhingt, wie dies bei imperativen Sprachen der Fall ist.
Das angesprochene Monaden-Konzept 1if8t dies jedoch auch innerhalb einer funktionalen
Sprache zu.

4.1 Module

TRUTH wurde im Rahmen dieser Arbeit um zwei Module erweitert. Dabei handelt es sich
um

!Vergleiche auch mit dem Algorithmus CGG, Abb. 2.8, der im Pseudocode sowohl funktionale als auch
imperative Elemente enthélt.
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module MuGamePlay
(
gamecheck,
gameplay,
cges

GFormula(..),
GameLabel(..)

Abbildung 4.1: Die exportierten Funktionen aus MuGamePlay.1hs.

e MuGamePlay.lhs: Dieses Modul beinhaltet alle wichtigen Datenstrukturen und Funk-
tionen, die entweder Teil der Implementierung des Algorithmus CGG sind oder dazu
dienen, den Benutzer interaktive Model Checking Spiele spielen zu lassen.

e MuGameGraph.lhs: Dieses Modul beherbergt die Funktionen, die zur Darstellung von
Gamegraphen nétig sind.?

4.2 Funktionen und Datenstrukturen

4.2.1 Das Modul MuGamePlay.1lhs

Die wichtigsten Funktionen des Moduls MuGamePlay.1lhs, die exportiert werden, sind in
Abb. 4.1 gegeben. Dabei werden folgende Datenstrukturen verwendet:

GFormula: Dieser Datentyp beschreibt eine p-Kalkiil-Formel ¢, die aktuell verwendet wird.
Zur einfacheren und schnelleren Handhabung wird die Formel, die ansonsten in TRUTH
durch den Datentyp MuFormula?® dargestellt wird, in ein Array umgewandelt. Die einzelnen
Arrayeintrige entsprechen den Unterformeln von ¢. Zu jeder Formel werden die potentiel-
len Nachfolgerformeln aus einem Model Checking Spiel iiber einen Integerwert vermerkt.
Dieser ist der Arrayindex der néchsten, zu betrachtenden Formel.

data GFormula = GTrue |

GFalse |
GAnd Int Int |
GOr Int Int |

GBox Bool Bool [Action] Int |
GDiam Bool Bool [Action] Int |

?Diese Funktionen sind weniger fiir den Benutzer von TRUTH als zur Hilfestellung bei der Implementierung
des Algorithmus CGG gedacht.
3aus dem Modul MuFormula.lhs, s.[Tob98]
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GLFP Id Int |
GGFP Id Int |
GAtom Id Int

GameLabel: Der Gamegraph wird, wie bereits in 3.1.1 erwihnt, folgendermafien abgespei-
chert. Die zugrundeliegende Struktur ist das Transitionssystem, dessen effiziente Behand-
lung durch TRUTH bereits sichergestellt wird. An einem Knoten s werden alle Formeln
¥ gespeichert, so daf§ die Konfiguration (s,1) vom Algorithmus CGG besucht wurde.
Desweiteren werden dort die Fiarbung dieses Gamegraphknoten vom Typ Color sowie
die Liste der Nachfolger im Gamegraphen vermerkt. Aus Effizienzgriinden einer nicht-
strikten, funktionale Sprache wird diese gesamte Information in einem héhenbalancierten
Baum, einer sogenannten FiniteMap verwaltet.

data GameLabel = GameLabel Bool GameColoring
type GameColoring = FiniteMap Int (Color, [(LTSState,Int)])

Die Farbung ist ein einfacher Aufzihlungstyp:
data Color = None | White | Green | Red deriving (Eq,Show)

Dabei bedeutet None, dafl ein Knoten noch nicht besucht, White, dafl er bereits besucht,
aber noch nicht gefirbt wurde, und Green sowie Red, dafl er bereits eine Farbe erhalten
hat.

Die wichtigsten Funktionen, die das Model MuGamePlay.lhs zur Verfiigung stellt, sind:

cgg: Dies ist die Implementierung des Algorithmus CGG aus Abschn. 2.8. *

gamecheck: Diese Funktion (s. Abb. 4.2 bereitet den Aufruf der Funktion cgg vor, indem
sie z. B. priift, ob die zu checkende Formel alternierungsfrei ist. Schliellich wird das Er-
gebnis, das von cgg berechnet wurde, in Form eines booleschen Wertes True bzw. False
zuriickgegeben.?

gameplay: Diese Funktion (s. Abb. 4.3) bereitet das interaktive Spielen zwischen Benutzer
und Computer vor. Dazu wird, genauso wie in gamecheck, zuerst die Alternierungstiefe
der eingegebenen Formel berechnet. Sollte diese grofier als 1 sein, dann ist ein Spiel nicht
moglich. Ansonsten wird zuerst die Funktion cgg aufgerufen und anhand deren Riickga-
bewert entschieden, welchen Spieler TRUTH simuliert.5

Die Funktion game_tree wandelt schliefilich den Gamegraphen in einen Baum um, der
alle moglichen Pseudopartien des Spiels enthilt. D. h. die Knoten dieses Baums haben als
Nachfolger

“Da der Quellcode der Haskellimplementierung aufgrund der Linge uniibersichtlich ist und eine Abstrak-
tion, die alles wesentliche enthélt und in Haskell-dhnlichem Pseudocode aufgeschrieben wurde, bereits
in Abb. 2.8 gezeigt wurde, wollen wir auf die explizite Angabe des gesamten Quellcodes verzichten.
Stattdessen sei auf den Sourcecode von TRUTH ([Tru98]) verwiesen, der Kommentare bzgl. der Imple-
mentierung des Algorithmus enthélt.

%s. Abschn. 4.2.3.

STRuTH ist immer der Gewinner des Model Checking Spiels, weil nur der Gewinner in der Lage ist, dem
Spielpartner zu zeigen, warum eine Formel erfiillt oder nicht erfiillt ist.
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gamecheck: : (Int,Int,Int) -> ProcEnv -> Process -> MuFormula -> Bool
gamecheck tablesizes penv proc f =
let ad = alterDepth f in

if ad > 1
then error ("...")
else

let color = runLTS tablesizes deflLabeling
( getFreshStateLTS ‘thenLTS¢ \ st —>
setLabellLTS st proc ‘seqLTS‘
addToStateHTblLTS proc st ‘seqLTS‘
cgg penv st phi fpMap fixedPointMap formMap

in

case color of
Green -> True
Red -> False

Abbildung 4.2: Die Funktion gamecheck.

e alle Nachfolger, die auch im Gamegraphen vorhanden sind, falls der Benutzer in
dieser Konfiguration wihlen darf, bzw.

e genau einen Nachfolger, falls TRUTH in dieser Konfiguration wéihlen darf. Dieser ist
der nach Satz 2.4.2 eindeutig bestimmte Nachfolgeknoten.”

Damit entspricht die Ausgabe der Funktion game_tree einem Spielbaum fiir P, wobei P
der Gewinner des betrachteten Spiels ist.

Das eigentliche Spiel wird dann von der Funktion do_play® durchgefiihrt.” Dazu bedient
sie sich der Datenstruktur GameMoves, die die Konfigurationen des Spielbaums folgender-
maflen unterscheidet:

data GameMoves = End |
Stucked |
Unfold Bool LTSState Int |
MyMove Bool LTSState Int |
NoChoice Bool LTSState Int |
Choose Bool [(LTSState, Int)] deriving Show

"Beachte, daB Satz 2.4.2 nur exemplarisch fiir Vbelard formuliert wurde, aber dual auch fiir Jloise gilt.
Es ist jedoch wahrscheinlicher, dafl der Benutzer ein interaktives Model Checking Spiel startet, falls die
eingegebene Formel nicht erfiillt ist, wodurch TRUTH zu Vbelard wird.

8Wegen der Linge des Sourcecodes verweisen wir auch hier auf [Tru98].

9Die Umwandlung des Gamegraphen in einen Spielbaum ist implementierungstechnisch vonnéten, da in-
nerhalb der in TRUTH definierten LT'S-Monade, die die effiziente Behandlung von Transitionssystemen
gewihrleistet, keine Ein- und Ausgabe méglich ist. Dazu dient die IO-Monade.
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gameplay:: (Int,Int,Int) -> ProcEnv -> Process -> MuFormula -> I0 ()
gameplay tablesizes penv proc f =
let ad = alterDepth f in

if ad > 1
then error ("...")
else

let (me, st, gametree) =
runlTS tablesizes deflLabeling
(
getFreshStateLTS ‘thenLTS¢ \ st ->
setLabellLTS st proc ‘seqLTS‘
addToStateHTblLTS proc st ‘seqLTS¢
cgg penv st phi fpMap fixedPointMap formMap
‘thenLTS¢ \ color ->
let me = case color of
Red -> I
Green -> II
in
game_tree penv st phi me color ‘thenLTS‘¢ \ tree ->
returnlLTS (me, st, tree)
)
you = if me == I then II else I
in
do
putStrLn ("Computing winning strategy ...")
putStrLn ("0.K., I’m player "++ show me ++
" and you are player "++ show you ++".")
do_play st phi gametree

Abbildung 4.3: Die Funktion gameplay.

Um ein komfortables, interaktives Model Checking Spiel durchfiihren zu kénnen, unter-
scheidet TRUTH zwischen Konfigurationen,

e die ein normales Ende (durch Erreichen von tt bzw. ff),

e die ein Ende durch Erreichen einer ( )- oder [ ]-Konfiguration, fiir die kein Nachfol-
gezustand im Transitionssystem gefunden werden kann,

e die lediglich das Abwickeln einer Fixpunktformel verlangen,
e die einen Zug von TRUTH erméglichen,

t’IO

e in denen der Benutzer wihlt, jedoch nur eine einzige Moglichkeit ha und denen,

e in denen der Benutzer wirklich eine Wahl hat.

10 Aus praktischen Griinden lassen wir diesen Zug automatisch geschehen.
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Die Aufgabe der Funktion do_play besteht dann lediglich darin, den Spielbaum zu durch-
laufen, anhand des GameMoves-Typs jeder Konfiguration eine entsprechende Meldung aus-
zugeben und eventuell den Benutzer dazu aufzufordern, seine Wahl zu machen.

4.2.2 Das Modul MuGameGraph.1lhs

MuGameGraph. lhs exportiert nur zwei Funktionen, die beide der Darstellung eines (even-
tuell gefirbten) Gamegraphen dienen.

module MuGameGraph

(
dottyGameGraph,
coloredGameGraph,

Diese Darstellung ist nicht Teil von TRUTH selbst, sondern wird dem Graphvisualisie-
rungsprogramm Dotty ([Kou94]) iiberlassen.

Die Aufgabe der Funktion dottyGameGraph besteht darin, einen Gamegraphen vollstindig
aufzubauen, dabei die Information iiber Knoten, Knotenbeschriftungen und Kanten zu
sammeln, in Dottycode umzuwandeln, in eine Datei zu schreiben und schlieflich Dotty mit
dieser Datei als Argument aufzurufen. Die Syntax des Dottycodes ist in der Grammatik
aus Abb. 4.4 dargestellt.!!

4.2.3 Anbindung an Truth

Die Einbindung der beiden Module MuGamePlay.1lhs und MuGameGraph.lhs zu TRUTH
erfolgt in dem Hauptmodul Main. lhs.

module Main(main)

where

import MuGamePlay
import MuGameGraph

Der Aufruf der Model Checking Funktion gamecheck aus Modul MuGamePlay. 1hs z. B. ist
in Abb. 4.5 dargestellt. Der Aufruf von gameplay erfolgt analog.

"Dabei handelt es sich lediglich um eine Grammatik zur Beschreibung der Graphen, die auch wirklich
von TRUTH erzeugt werden.
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Dotty 1= strict digraph Name
{
NodesOrEdges
}
NodesOrEdges ::= Node NodesOrEdges
|  Edge NodesOrEdges
| e
Node = Name [ label = " Name " color = Color ] ;
Color = green
| red
Edge = Name -> Name ;
Name w=  ASCII*

Abbildung 4.4: Die Syntax des Dottycodes.

4.3 Benutzerschnittstelle

TRUTH meldet sich beim Start mit dem in Abb. 4.6 dargestellten Bild und wartet auf
Eingaben des Benutzers.

Bsp. 4.3.1 Um die Funktionsweise der vorgestellten Befehle zu verdeutlichen, gehen wir
nochmals auf die in Bsp. 2.5.1 eingefithrte Formel ¢ = pX.(b)tt V [-]X und das Transi-
tionssystem 7 aus Abb. 2.12 ein. 7 2 148t sich leicht in CCS formulieren und somit in
TRUTH eingeben:

truth> def A = a.B + a.C
truth> def B = b.C
truth> def C a.B
truth>

Die angegebene Formel gibt man folgendermaflen ein:

truth> prop Phi = min X.<b>tt || [-]X

12RuTH verwendet Buchstaben fir CCS-Prozessbezeichner und natiirliche Zahlen fiir die Zustinde der
daraus resultierenden Transitionssysteme. In diesem Beispiel gilt somit: A =1,B =2 und C = 3.

69



KAPITEL 4. IMPLEMENTIERUNG

gameMain rest menv@(MkMainEnv inh outh sty us penv muenv idenv actenv
msize pt showt davinci )
= readlds 2 rest menv >>= \ maybe_params ->
case maybe_params of
Nothing -> driver_loop menv
Just [id1,id2] -> forkComputation (run_checkprop idl id2)
(driver_loop menv)
where
run_checkprop idl id2
= case lookupMuEnv muenv id2 of
Nothing -> hPutStrLn outh "unknown proposition"
Just (_,f) ->
case expandFormula f muenv of
Left £’ ->
case gamecheck msize penv (makeProcFromId idl) f’ of
True -> hPutStrLn outh
"TRUE, the process satisfies the formula."
False -> hPutStrLn outh
"FALSE, the process does not satisfy the formula."
Right err -> hPutStrLn outh err

Abbildung 4.5: Die Anbindung der Funktion gamecheck.

Zweimaliges Betétigen der Tabulator-Taste zu Beginn des TRUTH-Prompts liefert eine
Ubersicht iiber alle Befehle, die TRUTH verarbeiten kann.'3

truth>

agent game plotO simulate
altdepth gamegraph plotil size

bye help plot2 states
clear init print statesexp
coloredgamegraph 1list process tab
deadlocks 1sa prop tableau
debug nodebug property tablesize
def obs quit timing
derivatives output relabel transitions
exit play save vs

file plot set

truth>

Im folgenden werden die im Zusammenhang mit dieser Arbeit interessanten Befehle erliu-
tert.

3Eine ausfiihrlichere Beschreibung der einzelnen Befehle erhilt man durch Eingabe von help.
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/ / Lehrstuhl II fuer Informatik ___ -
And /_____  _____ / RWTH Aachen / / / /
/ / _—_ - — e /7 /7
nothing / / / — \ VAV A S R Y A |
/ / VAN AV // / /
but / / /- /7 /. /
/ / /71 AV // /7 !/ /
the / / /7 L N__/ // /7 /7
y— V25V 2N U I N / /-] /-1 /__/ 1.0

Stephan Tobies, Martin Leucker, Martin Lange, Thomas Hoefer,
Michael Weber

Loading init file ... dome.

truth>

Abbildung 4.6: Der Start von TRUTH.

4.3.1 Die Model Checking Befehle game und play

game erwartet als Argument einen CCS-Prozessbezeichner P, aus dem ein Transitionssy-
stem 7 mit Startzustand s gewonnen wird, und einen Bezeichner fiir eine eingegebene
p-Kalkiil-Formel . Die Ausgabe der Funktion ist dann entweder

e "TRUE, the process satisfies the formula.", falls (7,s) = ¢, oder

e "FALSE, the process does not satisfy the formula.", falls (7,s) [~ ¢.

Bsp. 4.3.2 Wendet man die Funktion game auf die in Bsp. 4.3.1 vorgestellten Argumente
an, so sagt der Model Checking Algorithmus, dafl das Transitionssystem die Formel erfiillt:

truth> game A Phi
TRUE, the process satisfies the formula.

play erwartet dieselben Argumente wie game. Nachdem wie bei game der spielbasierte
Model Checking Algorithmus aufgerufen wurde, wird ein interaktives Model Checking
Spiel gestartet. Die zwei moglichen Partien des Model Checking Spiels fir 7 und ¢ aus
Bsp. 2.5.1 sind in Abb. 4.7 und 4.8 angegeben. Da die Formel erfiillt ist, iibernimmt TRUTH
den Part von dloise, wihrend der Benutzer Vbelards Ziige iibernimmt. Der Unterschied
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truth> play A Phi
Computing winning strategy ...
0.K., I’'m Eloise and you are Abelard.

Current game configuration is (1, min X.<b>tt || [-1X)
Unfolding fixed point formula ...
Current game configuration is (1, <b>tt || [-]1X)

I choose next node ...

Current game configuration is (1, [-]1X)
Make your choice:

Enter 0 to select (2,X)

Enter 1 to select (3,X)

Enter a number between O and 1: O
Current game configuration is (2, X)
Unfolding fixed point formula ...

Current game configuration is (2, min X.<b>tt || [-]1X)
Unfolding fixed point formula ..
Current game configuration is (2, <b>tt || [-]1X)

I choose next node ...

Current game configuration is (2, <b>tt)

I choose next node ...

Current game configuration is (3, tt)

We have reached the end and I have won. Yippie!
truth>

Abbildung 4.7: Eine mogliche, interaktive Partie.

zwischen diesen beiden Partien liegt in der Konfiguration (1,[—]X), in der der Benutzer
wéhlen darf, ob mit dem Zustand 2 oder 3 weitergespielt wird.

Damit entsprechen diese beiden interaktiven Partien den beiden Gewinnpartien aus Ab-
schn. 2.5.

4.3.2 Die Gamegraphbefehle

gamegraph bewirkt die Ausgabe des gesamten Gamegraphen zu einem Transitionssystem
und einer Formel. Die Eingabe von

truth> gamegraph A Phi

liefert den Gamegraphen, wie er in Abb. 2.13 bereits gezeigt wurde.

coloredgamegraph zeigt den Teil des Gamegraphen zu einem Transitionssystem und ei-
ner Formel, der vom Algorithmus CGG wirklich gefirbt wurde.'* Abb. 4.11 zeigt den von

“Da CGG lokal ist, muB das nicht der gesamte Gamegraph sein.
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truth> play A Phi

Computing winning strategy ...
0.K., I’'m Abelard and you are
Current game configuration is

Eloise.
(1, min X.<b>tt ||

Unfolding fixed point formula ...

Current game configuration is
I choose next node ...
Current game configuration is
Make your choice:

Enter 0 to select (2,X)
Enter 1 to select (3,X)

Enter a number between O and 1:

Current game configuration is

(1, <b>tt || [-1X)

1, [-1%

1
3, X)

Unfolding fixed point formula ...

Current game configuration is

(3, min X.<b>tt ||

Unfolding fixed point formula ...

Current game configuration is
I choose next node ...
Current game configuration is
You have no choice but ...
Current game configuration is

(3, <b>tt || [-1X)
3, [-1X)

(2, X)

Unfolding fixed point formula ...

Current game configuration is

(2, min X.<b>tt ||

Unfolding fixed point formula ...

Current game configuration is
I choose next node ...
Current game configuration is
I choose next node ...
Current game configuration is
We have reached the end and I
truth>

(2, <b>tt || [-1X)
(2, <b>tt)

(3, tt)
have won. Y1pp1e|

[-1X)

[-1X)

[-1X)

Abbildung 4.8: Eine zweite mogliche, interaktive Partie.
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‘ ‘ # Zustande ‘ # Transitionen ‘

Flugzeug 17 24

ABP 23 28

Big 12167 44436
Mutex 84 160
SYSTEM 1715 8305
Knuth 253 508
KBig!’ > 30000

Abbildung 4.9: Die Griflen der einzelnen Transitionssysteme.

Dotty dargestellten, gefirbten'®> Gamegraphen zu Bsp. 4.3.1. Der Knoten, der mit N2F5
bezeichnet ist, ist nicht gefirbt und zeigt, dafl der Algorithmus nicht unbedingt den ge-
samten Gamegraphen aufbauen muf}, um fiir die Startkonfiguration eine korrekte Farbung
zu erzeugen.

truth> coloredgamegraph A Phi

4.4 Laufzeitmessungen

Zur Messung der Laufzeit des implementierten Algorithmus dient die in TRUTH einge-
bauten Funktion timing, die dafiir sorgt, dal TRUTH mit jeder normalen Ausgabe noch
drei Zeiten ausgibt, die in Millisekunden angeben, wie lange TRUTH zum Abarbeiten ei-
nes Befehls gebraucht hat. Diese Zeiten haben die Namen user, system und ellapsed. Thre
Unterscheidung ist notwendig, weil auf Multitasking-Systemen mit anderen, laufenden
Programmen, ansonsten die gemessenen Zeiten wenig Aussagekraft hitten.

Die Laufzeiten des Model Checking Algorithmus CGG werden mit denen des ebenfalls
in TRUTH implementierten Tableau-Algorithmus anhand der mit TRUTH mitgelieferten
Beispiele'® verglichen.

Diese Beispielspezifikationen sind:

e flugzeug: Dies ist eine einfache Modellierung eines Flugzeugs durch atomare Kom-
ponenten wie Hohensensor, Hohensteuerung, usw. Das betrachtete Transitionssystem
heifit Flugzeug.

e abp: Dies ist eine CCS-Implementierung eines alternierenden Bit-Protokolls. Sie
stellt zwei Transitionssysteme, ABP und Big, zur Verfiigung.

5Dabei stellt eine rechteckige Umrandung eines Knoten wieder die Farbe Rot dar, wihrend alle anderen
Knoten bis auf eine Ausnahme griin gefiarbt sind.

165, [Tob98]

17 Aus Speicherplatzgriinden ist die GroBe von KBig mit TRUTH nicht genauer ermittelbar.
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CGG Tableau
Flugzeug 50 10
ABP 110 60
60 40
Big 31170 18750
Mutex 190 110
380 200
SYSTEM 6340 4390
Knuth 340 250
90 60
1060 670
KBig 69950 40100
200 140
800 550

Abbildung 4.10: Die Laufzeiten im Vergleich.

e petersen: Dies ist eine CCS-Modellierung des wechselseitigen Ausschlufiproblems
mit der Losung von Petersen. Das zugehorige Transitionssystem heifit Mutex.

e atm: Dies ist eine Spezifikation der Connect-Phase zweier ATM-Switches mit dem
Transitionssystem SYSTEM.

e knuth: Dies ist eine dhnliche Modellierung wie petersen, jedoch enthilt sie die
Losung von Knuth. Dazu gehéren zwei Transitionssysteme: Knuth und KBig.

Die Groflen der einzelnen Transitionssystem sind in Abb. 4.9 angegeben.

Da die Formeln, die zu den Beispielspezifikationen gehoren, zumeist speziell auf das ent-
sprechende Transitionssystem zugeschnitten sind und somit wertlos fiir andere Transiti-
onssysteme sind, sparen wir uns die explizite Angabe der Eb—Formeln, die in den Laufzeit-
messungen verwendet wurden.

Abb. 4.10 zeigt die einzelnen Laufzeiten der Implementierung des Algorithmus CGG,
verglichen mit dem Tableau-Algorithmus. Dabei ist nur die reine user-Zeit angegeben.

4.4.1 Fazit

Wie man sieht, ist der eingebaute Tableau-Model Checker schneller als die implementier-
te Version des Algorithmus CGG. Die Laufzeiten tqupjeq, und tcea verhalten sich im
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Durchschnitt etwa folgendermafen:

t Tableau < tcea < 2'tTableau

Dies ist nicht schlecht, da bei der Implementierung des Tableau-Algorithmus Wert auf
Geschwindigkeit gelegt wurde, wihrend es sich bei der Implementierung des Algorith-
mus CGG um eine nicht optimierte Version handelt. Folgende zwei Moglichkeiten zur
Beschleunigung des Model Checkers lassen geringere Laufzeiten erwarten:

76

e Knoten im Gamegraphen, die nur einen einzigen Nachfolger haben, sind uninteres-

sant und tragen nichts wesentliches zur Struktur und damit zur Farbung des Game-
graphen bei. Viele dieser Knoten lassen sich direkt eliminieren, da sie anhand der
Formelkomponente identifiziert werden kénnen. In einer Implementierung kénnen sie
somit weggelassen werden. Dies wurde in TRUTH jedoch nicht gemacht, weil dann
die interaktiven Spiele und die Theorie der Model Checking Spiele nicht mehr exakt
iibereinstimmen wiirden.

Ein Umordnen der Formel kann ebenfalls das Model Checking beschleunigen. So ist
es fir die Giiltigkeit vollkommen egal, ob eine Formel z.B. als ¢ V ¢ oder als ¢ V ¢
aufgeschrieben wird. In der Implementierung macht es jedoch einen Unterschied, zu
welcher Unterformel im Gamegraphen zuerst iibergegangen wird, falls eine Formel in
einen Zykel, die andere jedoch in einen endlichen Pfad fithrt. Endliche Pfade werden
niemals von COLOR-BACKWARDS besucht und sind somit schneller zu farben.

Die Bedingung, dafl eine Formel keine Variablen enthélt, ist lediglich hinreichend,
leider aber nicht notwendig dafiir, da8 sie in einen endlichen Pfad fiihrt.
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Abbildung 4.11: Der gefirbte Gamegraph zu Bsp. 2.5.1.
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Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Diese Arbeit beschreibt die Entwicklung und die Implementierung eines Model Checking
Algorithmus fiir den alternierungsfreien p-Kalkiil. Sie untersucht ebenso drei bestehende
Algorithmen fiir dieses Problem ([CS92, And94, BC96]. Dabei fallen zwei Dinge auf:

1. Alle bestehenden Algorithmen benutzen die gleiche Struktur, um Model Checking zu
betreiben, benennen sie aber jeweils anders. Die Begriffe Boolescher Graph, And-Or
Kripke-Struktur und Gleichungsblicke sind somit dquivalent und konnen zu Model
Checking Graph vereinigt werden. Dabei handelt es sich um einen bauméhnlichen
Graphen, der auch Zykel und sich vereinigende Pfade besitzen kann.

2. Ein globaler Algorithmus, der diese Struktur vollstindig zur Verfiigung hat, kann
das Model Checking Problem fiir den alternierungsfreien p-Kalkiil in linearer Zeit
l6sen. Ein lokaler Algorithmus, der diese Struktur je nach Bedarf wihrend der Be-
rechnug aufbaut, rechnet mit dem zeitlichen Aufwand O(n - logn), was mit den zur
Zeit bekannten Datenstrukturen zur Verwaltung von Knoten eines Graphen nicht
unterboten werden kann, falls die zugrundeliegende Struktur der Model Checking
Graph ist.

Das Model Checking 148t sich auf das Markieren bzw. Férben dieses Graphen zuriickfiih-
ren. Andere Ansitze sind die Reduktion auf Boolesche Gleichungssysteme oder alternie-
rende Automaten.

Da die betrachtete Logik Quantoren in Fixpunktform bereitstellt, mufl beim Markieren
bzw. Farben des Graphen unter Umstinden ein Initialwert vergeben werden, der sich
spater als falsch herauststellen kann. Die Kombination von Zykeln, sich vereinigenden
Pfaden, falschen Markierungen und der Forderung nach einem lokalen Algorithmus 148t
das Problem nicht-trivial werden.

Die bestehenden Algorithmen sind zwar effizient, aber zum Einsatz auf dem Gebiet der
Verifikation und Spezifikation nur bedingt geeignet. Ihnen fehlt eine theoretische Grund-
lage, mit der sich erkldren 148t, warum eine Formel nicht erfiillt ist, anstatt lediglich zu
zeigen, daf sie nicht erfiillt ist.

Eine erforderliche Grundlage liefert die Theorie der Model Checking Spiele, wie sie von
Stirling vorgestellt wurde ([Sti97]). Diese Spiele liefern wiederum eine andere Interpreta-
tion des Model Checking Graphen, Gamegraph genannt. Das Farben dieses Gamegraphen
entspricht dem Beantworten der Frage, welcher der beiden Spieler eine Gewinnstrategie
fiir ein Model Checking Spiel zu einem Transitionssystem und einer alternierungsfreien
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u-Kalkiil-Formel hat. Aufgrund der Natur der Spiele wird somit gleichzeitig die Frage be-
antwortet, ob die gegebene Formel in einem gegebenen Zustand des Transitionssystems
gilt.

Es wird ein Algorithmus beschrieben, der genau dies leistet, seine Terminierung und Kor-
rektheit bewiesen und seine Komplexitéit angegeben. Da der Algorithmus lokal ist, ist seine
Zeitkomplexitit ebenfalls O(n - logn).

Da Model Checking alleine im Bereich der Spezifikation und Verifikation verteilter Syste-
me unzureichend ist, wird ein Verfahren beschrieben, das mithilfe des spielbasierten Model
Checking Algorithmus zeigt, warum eine Formel nicht erfiillt ist, und somit einen inter-
aktiven Prozess zwischen Benutzer und Verifikationstool bei der Modellierung (verteilter)
Systeme erméglicht.

Der spielbasierte Model Checking Algorithmus und das Verfahren zum interaktiven Spielen
sind in dem Verifikationstool TRUTH ([Tob98, Tru98]) implementiert worden. Damit hat
der Benutzer von TRUTH nun die Mdglichkeit, seine abstrakten Modelle eines verteilten
Systems im Hinblick auf eine Eigenschaft, die sich im alternierungsfreien u-Kalkiil aus-
driicken 148t, genauer zu untersuchen und eventuell zu erkennen, welche Verdnderungen
an dem Modell notwendig sind, um es beziiglich der angesprochenen Eigenschaft fehlerfrei
zu machen.

Dies wird durch interaktive Model Checking Spiele verwirklicht, in denen TRUTH die Ge-
winnstrategie eines Spielers ausnutzt, um dem Benutzer einen ,Fehler” in der Spezifikation
anzuzeigen.

Ausblick

Die untersuchten Algorithmen legen die Vermutung nahe, daf} sich die bisher gefundenen
Komplexitéitsschranken des Model Checking fiir den alternierungsfreien u-Kalkiil nicht
unterbieten lassen. Daher ist es nicht sinnvoll, nach weiteren Algorithmen dafiir zu suchen,
solange nicht eine neue Anforderung an solche Algorithmen besteht, wie z. B. die Frage
nach der Generierung eines Gegenbeispiels.

Die weiteren Arbeiten zur Beschleunigung der Algorithmen liegen also auf dem praktischen
Gebiet der Optimierung von Implementierungen.

Die in TRUTH eingebauten, interaktiven Model Checking Spiele sind rein textbasiert und
werden daher leicht uniibersichtlich. Sie sind somit nicht optimal geeignet, um interaktive
Model Checking Spiele fiir Transitionssysteme, die wesentlich grofler sind als die in dieser
Arbeit benutzten Beispiele, zu spielen. Da jede einigermaflen interessante Modellierung
eines realen Systems jedoch grofler sein wird, besteht der Bedarf nach einer besseren Dar-
stellung dieser Spiele. Ein grafischer Ansatz, der dem Benutzer besser zeigt, welches der
aktuelle Zustand des untersuchten Transitionssystems im Spiel ist, ist somit ein sinnvoller
Schritt in der Weiterentwicklung von TRUTH.
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